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INTRODUCCION

Motivacion y Objetivo:

Estoy seguro que el deseo de todo estudiante que esti por culminar su carrera
universitaria estd centrado en desarrollar un trabajo de tesis relacionado con el 4rea que él mas
domina ya sea por asuntos de trabajo o por la preparacion adquirida en una determinada rama
de estudios.

Sin duda alguna, el campo tan amplio del conocimiento humano en cualquiera de sus
ramas es motivo principal de que en un momento determinado el estudiante se encuentre con un
sinnfimero de posibles temas a desarrollar, lo cual crea en él indecisiones en cuanto a la seleccion
de dicho tema, por motivos de grado de dificultad, tiempo de desarrollo, tiempo disponible,
bibliografia, etc.

En mi caso, después de haber solventado las dificultades iniciales, me decidi por
desarrollar el tema titulado “Analisis de Estructuras de Nudos Articulados”. En parte, mi
inclinacidén por desarrollar dicho tema se debe a que este tipo de estructuras ha tenido y sigue
teniendo gran aceptacién para usarse en obras de ingenierfa tales como puentes, armaduras,
cerchas, etc. '

A lo largo de este trabajo trataré de ser lo mis explicito y concreto posible, de tal
manera que mi investigacidbn pueda servir tanto al alumno que empieza con sus cursos de
Anilisis Estructural como al catedratico que siempre desea poseer un libro de referencia y al
profesional que desea ver los métodos con los que cuenta para llevar a cabo su andlisis.

Para poder llenar el cometido propuesto, he dividido mi trabajo en la siguiente forma:

a) En los capitulos 1 y 2 doy generalidades, centraindome especialmente en lo que se refiere
a la estabilidad y determinacion de estructuras.

b) En el capitulo 3 planteo los métodos conocidos para analizar las estructuras
estiticamente determinadas especialmente en lo que se refiere a la detershinacion de
esfuerzos en los miembros de dichas estructuras.

c) En el capitulo 4 desarrollo los métodos estudiados hasta la fecha para la determinacion
de las deflexiones en los miembros de estructuras estiticamente determinadas,
abarcando desde los métodos tradicionales hasta los modernos métodos matriciales.

d) En el capitulo 5 trato exclusivamente todo el anilisis de las estructuras de nudos
articulados estaticamente indeterminados.

Ya expuesto todo lo anterior puede sintetizarse el objetivo de mi tesis en tres aspectos.
muy importantes, los cuales se enumeran a continuacion.

e
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Servir de arientacion a los cursantes de las materias de Anilisis Estructural, ofreciéndoles
en forma resumida la metodologia aplicable a un caso concreto.

Espero que este trabajo de tesis no sea tomado como un tratado o manual sobre las

estructuras de nudos articulados, sino que dnicamente sea usado como una goia para poder
analizar este tipo de estructuras.

Aprovecho la oportunidad para agradecer al Ingeniero Ernesto Rosales Flores que es el

asesor del presente trabajo y qui€n se ha preocupado por el buen desarrollo del mismo.



CAPITULO 1

GENERALIDADES

Historia:

Resulta aparente que la ingenierfa estructural, que comenzo en las edades prehistéricas,
existib solamente como arte durante los periodos antiguo y medieval. Es interesante encontrar
que aquellos que practicaron la ingenieria estructural no eran conocidos como ingenieros
estructurales y ni siquiera como ingenieros civiles. De hecho, hasta esta época no existia
distincién profesional entre el ingeniero civil y el arquitecto. Ahora, en retrospectiva, es posible
clasificar un constructor en los siglos anteriores al diez y ocho, como ingeniero o como
arquitecto solamente sobre la base de sus inclinaciones y las metas que principalmente lograra,

EL surgir de las dos profesiones separadas de ingeniero estructural y de arquitecto fue un
proceso lento. El periodo de este ajuste puede considerarse como inaugurado a principios del
siglo diez y siete con los intentos de Galileo para analizar la viga en voladizo. Sus trabajos
sefialaron el camino; y hacia la mitad del siglo dieciocho se habian formulado algunos principios
de estitica asi como las propiedades fisicas de varios materiales de construccion. Logicamente,

_por lo tanto, se iniciaba ya el anilisis y disefio estructural cientifico. Aquellos constructores que
aplicaron primero la nueva ciencia fueron los primeros ingenieros estructurales.

Hoy en dia, los ingenieros han de proyectar estructuras para puentes, edificios, barcos,
partes de miquinas y para diversos tipos de medios auxiliares e instalaciones. Para realizar un
proyecto, el ingeniero tiene que determinar en primer lugar la disposicion, forma y partes de que
se compondra la estructura. Después tiene que adoptar o bien calcular las cargas que habri de
soportar dicha estructura. La teoria de estructuras se ocupa de establecer los fundamentos y dar
los métodos para calcular los esfuerzos longitudinales, cortantes y momentos de flexion, asi
" como las deformaciones en una seccién cualquiera de cada uno de los distintos elementos que
componen la estructura. En la fase siguiente de un proyecto hay que estudiar las dimensiones
que han de darse a los elementos de acuerdo con las tensiones de trabajo admisibles para los
materiales y con los demis requisitos necesarios para el funcionamiento correcto de la
estructura. Conviene decir que esta fase de estudio £s especifica por lo que en este trabajo de
tesis no nos ocuparemos de élla.

Estructuras Articuladas:

Supongamos que se desea proyectar una estructura de nudos articulados como la
mostrada en la Fig. 1. El desarrollo del proyecto comprende las fases siguientes: a) Se adopta un
trazado de la estructura; b} Se considera un sistema de cargas estimado tomando en cuenta tanto
las verticales como las horizontales; c) Se hallan los esfuerzos longitudinales en los miembros de
la estructura; y d) Se determinan las dimensiones de dichas barras de acuerdo a las
especificaciones del proyecto. Cabe hacer notar que en este trabajo de tesis se tratard
principalmente sobre los problemas que se presentan en la fase c) asi como también se tratara
sobre determinacion de deformaciones en los miembros.



Para que se pueda tener una :dea clara de la importancia de las estructuras de nudos
articulados basta con que se recuerde que la mayor parte de estrocturas pueden clasificarse en
vigas, estructuras de nudos rigidos, estructuras de nudos articulados o bien son combinacicnes
de estos elementos. El analisis de una viga queda terminado al determinar los esfuerzos cortantes
y los momentos de flexion. El analisis de una estructura de nudos rigidos queda concluido ana
vez halladas Jas variaciones de los esfuerzos longitudinales, estuerzos cortantes y momentos de
flexidn a lo largo de todos sus clementos o barras. En cuanto a uma estructura de nudos
articulados podemos decir que sus clementos o barras estan unidos por medio de articulaciones
sin rozamiento y su analisis queda completo una vez hallados todos los esfuerzos de sus
elementos 0 barras. '

Vale la pena mencionar que como las fuerzas que actian sobre un elemento de la
estructura pueden considerarse en general como un sistema de fuerzas situadas en el mismo
plano en equilibrio, la base del analisis de estructuras esta en el uso de las tres ecuaciones de

equilibrio ZF;=O Z—F‘{ = Z M = o

Estas tres ecuaciones, junto con un buen conocimiento de las operaciones de aritmética
clemental, 4lgebra, geometria y un poco de cilculo, son los anicos requisitos que se necesitan
para estudiar la teorfa clemental de las estructuras en general.

Fuerzas Internas. Tercera Ley de Newton:

Al considerar los problemas que se refieren al equilibrio de estructuras de nudos
articulados debemos de tomar en cuenta que estas estan formadas por varios elementos de
donde se tiene que no sélo deben determinarse las fuerzas externas que acthan sobre ella sino
rambién las fuerzas que mantienen unidas entre s{ sus diversas partes. Desde el punto de vista de
la estructura como un todo, estas son las FUERZAS INTERNAS.

Para formarnos una idea clara de esto consideremos la grita de la Figura 2:
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En la Figura 2a. se muestra la griia en equilibrio, la cual estd formada por 3 elementos
AD, BE y CF, ademds acttan sobre ella el peso W aplicado en el punto Fy la fuerza aphcada pot
el cable en el punto D.

En la Figura 2b. se representa el diagrama de sélido libre de la griia, sobre el cual actfian
el peso W, las componentes de la reaccién en el apoyo A que son Ay y AY vy la fuerza T aplicada
por el cable. Como se ve estas fuerzas son solo exteriores.

En la Figura 2c. se muestran las fuerzas internas que actiian sobre la griia; para poder
observar dichas fuerzas se han desmontado de esta cada una de sus partes, representando las
fuerzas que las mantienen unidas entre si. Se observara que la fuerza ejercida en B por el
elemento BE sobre el AD se representé igual y opuesta a la ejercida en el mismo punto por el
_elemento AD sobre el BE; igualmente sucede en los demds puntos de unién entre 2 elementos.
Esto se hace de acuerdo con la Tercera Ley de Newton, la cual afirma que “Las fuerzas de
accién y reaccidn entre solidos en contacto tienen el mismo modulo, la misma recta de accidon y
sentido opuesto”. Esta ley constituye uno de los principios fundamentales de la mecdnica: su
aplicacion es esencial en la solucién de problemas referidos a elementos en conexién como lo
son las estructuras de nudos articulados.



CAPITULO 1T

CONCEPTOS BASICOS:

Antes de entrar de lleno al anilisis de esfuerzos en los miembros de una estructura de
nudos articulados, lo cual se estudiard en el siguiente capitulo, es importante mencionar, aungque
. muy  rapidamente, algunos conceptos que suven de base para cualquier tipo de analisis
estructural

1) Estructura Plana:

Son las que puede considerarse que estan en un plano que a su vez contiene las lincas de
accion de todas las fuerzas que acidan en las mismas estructuras. Estas estructuras son las mas
comunes Vale mencionar que el anilisis de las tridimensionales o espaciales no cinriere ningiin
prinaipio fundamental nuevo a los mencionados pasa las estructuras planas; la unica varsante que
hay es que los cilculos numeérnicos resultan mucho mis comphicados debido a los cilculos
geométricos introducidos por la tercera dimension. En esta tesis nos limiaremos unicamense a
las estrucruras planas para las cuales los sistemas de fuerzas son ilamadas coplananas
{(concurrentes, paralelas o pares;

2) Apoyos:

l.a mayoria de estructuras estan obligadas, parcial o totalmente, a no poderse mover en
el espacio Tales restricciones al movimiento se llaman sujeciones y son proporcionadas por los
apoyos que unen la estructura a algiin cuerpo estacionario. Las resistenctas que oponen los
apoyos, se llaman “reacciones™. De lo anterior se tiene que el efecto de los apoyos se puede
sustitutr por las reacciones que transmiten a la estructura. A continuacion se muestran aigunos
ripos de apoyos y su representacion:

Articulado: ’&W

Simplemente Apoyado o de Rodillos:

.

Empotramiento:
3) Equilibrio Estatico:

Un cuerpo que esti inicialmente en reposo, y permanece en este estado cuando actiia
sobre & un sistema de fuerzas, se dice que esti en un estado de equilibrio estitico. Para que
exista tal estado es necesario que el efecto resultante combinado de fuerzas no sea ni una fuerza
ni un par, ya que si sucede lo contrario habri tendencia al movimiento del cuerpo. Para que en
una estructura suceda lo anterior deben cumplirse las tres condiciones signientes:

=Z/R=0 ZF{ =0 2ZM=0



Una estructura es estable si soporta cualquier sistema de cargas aplicadas, resistiéndolas elastica e
inmediatamente a su aplicacion. '

4) Estructuras Estaticamente Determinadas e Indeterminadas:

Si en una estructura sustituimos los apoyos por las reacciones que éstos aplican a la
esttuctura tendremos entonces un sistema de fuerzas constitiido por cargas conocidas y
reacciones desconocidas, Luego, si la estructura estd en equilibrio estitico bajo estas fuerzas,
pueden escribirse las tres ecuaciones del equilibrio estitico en funcion de las cargas conocidas y
de las reacciones desconocidas. La resolucion del sistema de tres ecuaciones determinard en
ciertos casos la magnitud de los elementos de reaccién desconoCidos. Como se puede ver, estas
tres ecuaciones forman una base parcial para obtener las reacciones de cualquier estructura en
estado de equilibrio estatico, no importando que el nimero de ecuaciones no sea suficiente para
la determinacion de todas las reacciones.

Tenemos que si hay menos de tres reacciones independientes desconocidas se dice que la
estructura es estiticamente inestable.

Si una estructura plana es estable con exactamente tres elementos de reaccién, las cuales
pueden ser determinadas con la resolucion del sistema de las tres ecuaciones del equilibrio
estatico, se dice que las reacciones de la estructura son estiticamente determinadas.

Si no se pueden determinar los elementos de reaccién desconocidos solamente por las
ecuaciones del equilibrio estitico, se dice que las reacciones de la estructura son estaticamente
indeterminadas. Entonces se dice que la estructura es indeterminada con un grado de
indeterminacién igual al nfimero en el cual las incognitas exceden de las ecuaciones de 1a esttica
disponibles.

3) Principio de Superposicion:

Este es uno de los conceptos mas importantes en el analisis estructural y se puede
utilizar siempre que existan relaciones lineales entre las cargas y deformaciones. En general, el
principio dice que los cfectos producidos por varias cargas pueden obtenerse combinando los
efectos debidos a las cargas individuales. Como un ejemplo tenemos la Figura 3

M F F Me,

- V. v
Zay ) T & %
L ' Me TRL‘R /l:

R.A fe ke

Figura 3.

"



0) Estructuras Articuladas:

Una estructura articulada estd compuesta por eslabones o barras, que se suponen
conectadas por pasadores carentes de friccion en las jumtas, y dispuestas de tal manera que el
srea que se encuentra encerrada dentro de los contornos de la estructura se subdivide, por las
barras, en figuras geométricas que generalmente son triangulos. De lo anterior se deduce que las
barras de una estructura articulada se consideran sujetas inicamente a cargas axiales, por la que
su analisis se concreta a determinar los esfuerzos longitudinales de sus elementos.

7 Estabilidad Externa y Determinacion:

Tenemos gue se necesitan tres Componentes de reaccidén, pero no siempre son
suficientes, para la estabilidad externa de estructuras en dos dimensiones.

Si el niimero de componentes de reaccion es menor que el niimero de ecuaciones de
equilibrio estitico se tiene una estructura externamente inestable. En el caso de que el namero
de componentes exceda al niimero de ecuaciones, se tiene una estructura externamente
indeterminada hasta el grado para el cual el niimero de componentes de reaccion externa exceda
al niimero de ecuaciones. Es conveniente recordar que cada pasador, colocado en una estructura
en uma posicién tal que haga posible la rotacion relativa de las partes de la estructura,
suministrard una ecuacion adicional para la evaluacion de las componentes de reaccion, la cual es
lamada Ecuacion de Condicion; dicha ecuacion viene a sumarse a las tres ecuaciones de
equilibrio estatico. Como una ilustracion se tienen los siguientes ejemplos:

M

2

()

1>

Sepi s
L) ()

R -2 FERNO
PERND
() 2

Figura 4.

Para la Figura 4a. se tienen 5 componentes y 3 ecuaciones, luego es externamente
indeterminada en segundo grado. La Figura 4b. tiene 2 componentes y 3 ecuaciones, de donde
es inestable. En la Figura 4c. hay 6 componentes de reaccion teniéndose por otro lado ademas
de las 3 ecuaciones de equilibrio una ecuacion de condicibn alrededor del pasador de la junta M;
en total se tienen 4 ecuaciones por lo que la estructura es indeterminada externamente al
segundo grado.
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Pox Gltimo, para la Figura 4d. t;enemos!icompcnanmdgreaccibnypmotmlado3
ecuaciones de equilibrio mas 2 ecaaciones de condicidn, asi;

a) Las ecuaciones de equilibrio estinco, considerando la estructura como un todo:
5E =0 ZFwer=0 ZM=0
b) Las ecuaciones de condicion, suministradas por los pasadares en cada extremo del
eslabon:

i En cualquiera de los 2 lados del estabon debe cumplirse Z M= O .conlo
cual se evita que alguna de las partes gire respecto 2 los pasadores.

it. En cualquiera de los 2 lados del eslabén debe cumplirse > Fce= O, con lo
cual se evita que una de las partes se desplace horizontalmente respecto a la otra.

Luego, tenemos 5 reacciones desconocidas y 5 ecuaciones lo cual nos da una estrucrura
estable y determinada externamente.

8) Estabilidad Interna y Determinacion:

La inestabilidad o estabilidad interna, y la habilidad para determinar que condicion
existe en un caso dado, es de importancia considerable principalmente para las estructuras
articuladas. Por otro lado no debe pasarse por alto que lo que verdaderamente interesa en el
andlisis es el grado de indeterminacion total, es decir la suma de los grados de indeterminacion
externa ¢ interna,

Principiaremos peor establecer ¢l concepto de lo que significa una estructura
internamente determinada. Una estructura €S determinada internamente si, con todas las
componentes de reacciones necesarias para estabilidad externa conocidas y actuando sobre la
estructura, es posible determinar todos los esfuerzos internos por la aplicacion de las tres
ecuaciones de condicién para equilibrio estatico.

Al estudiar la disposicion de las barras de una estructura de nudos articulados
observamos, que para que sea rigida se atilizan tres barras para unir tres nudos entre s{.en forma
de trisngulo; esta viene a ser la estructura articalada mas simple, estable e indeformable
estiticamente determinada:

b = Nimero de barras minimo= 3

N{imero de nudos minimo = 3

o
"
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Ahora bien, si a la estructura anterior le aumentamos una barra y un nudo:

bt =  Nimero de barras totales= 5
d nt = Nfmero de nudos totales = 4
De donde,
bex = Barras extras a las minimas=5 — 3= 2

Nex = Nudos extras a los minimos =4 — 3= 1

Luego, bex 2

nex 1

Si adicionamos a la estructura otras barras y nudos, pero siempre formando armaduras
estables e indeformables, tenemos:

bt = 7

ne = 5 bex = bt—b=7--3=4
; Nex= nt—-n=5-3=2
bex 4
Luego, ——==2
nex 2

Asf sucesivamente, Hegaremos siempre a que:

bex _

nex_

bt —b

—— =}

nt—n

bt—3

nt—3u

bt — 3= 2 (Nt - 3) Sibt=b
b-3=2(-3) Nt = j

Lo anterior d4 origen a una ecuacidon de mucha importancia para el analisis:

b=3+2(j—3)
b=2j-3
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Donde: ,
b = niimeroc de barras en la estructura
j = nfimerc de nudes en ia estroctura.
Si tomamos en cuenta Que en la ecwacién antertor debe introducirse um térmimo gue

incluya a las reaccicnes o ruede pensarse solo en condiciones internas separadas de las
componentes de reaccidm), tenemcs Gue estas deben suponerse consistentes con ks estabilidiad y
determinacidn externas, ya que de esta manefa cualquier indicacién de imestabilidad <
indeterminacién se debera claramente a las condiciones internas. El valot apropiado para “¢™
sera el namero de scuaciones disponibles para la evaluacion de las componentes de reacciom
necesarias para la estabilidad y determinacibn externas. Como sabemes, la estructura articolada
mas simple, estable v determinada nos dice que =3

Luego, la formula podria escribirse en una forma mis general de la siguiente manera:

2j=b+r
a
b=2j-—-r

j = niunero de juntas

b = namero de barras

T = este valor representa el nimero de componentes de reaccién requeridos para la
estabilidad y determinacién externa: de la estructura esto es independientemente
del nimero de componentes de reacciones que se obtengan por los diferentes
soportes de dicha estructura.

Llama particularmente la atencion el hecho de que Ja satisfaccion de esta ecuacion es
una condicién necesaria para determinacion interna y estabilidad de una estructura articulada,

pero no es suficiente. Para entender el significado de esta afirmaci6n considerense los siguientes
ejemplos:

Si consideramos la armadura de la Fig. 5. la ecuacion nos da 24 = 21 + 3= 24yaque
hay 12 juntas, 21 barras y 3 componentes de reaccidn. Ahora, de acuerdo con la ecuacién, la
estructura es estable y determinada, lo cual asi es en la realidad.

Figura 5.
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Ahora analizando la Figura 6 vemos que tiene 13 juntas, 23 barras y 3 componentes de
reaccién por lo que llegamos a lo siguiente: 26 = 23 + 3 = 26. Nuevamente la ecvacion se
cumple pero, sin embargo, al observar la estructura notamos que el desplome resultari de la
rotaciébn de los miembros del tablero donde no existe diagonal. Luego, la satisfaccién de la
ecuacion anterior no es condicién suficiente para la estabilidad interna de una estructura
articulada.

Figura 6

Ademas, en la Figura 6 es imposible determinar los esfuerzos en las dos diagonales por el
uso de las tres ecuaciones de condicidn para equilibrio estatico. Por lo tanto, la estructura es
indeterminada internamente al primer grade, ademis de ser internamente inestable.
Consecuentemente, la ecuacién de condicion dada no es suficiente para determinacion interna ni
para estabilidad interna.

De lo anterior podrfa concluirse en que la cuestion de estabilidad e indeterminacion
interna de una estructura indeterminada puede decidirse mas ficilmente por inspeccion y por
consideracién de las trayectorias de esfuerzos, y que las ecuaciones requieren poca atencién.

Si se desea usar 1a ecuacidbn mencionada debe recordarse que su verificacién significa que
la estructura puede ser pero no necesariamente es, determinada y estable internamente; la
desicion final de que lo sea o no debera basarse sobre el sentido comun y sobre consideraciones
de las trayectorias de esfuerzos. Si la ecuacibn no se cumple, la estructura es inestable
internamente, o indeterminada internamente, o, posiblemente ambas. Si b es menor que (2] —
1), la estructura es inestable internamente. Si b es mayor que (2j — ), la estructura es
indeterminada internamente de grado indicado por el exceso de b sobre (2j — r). A continuacion
se dan varios ejemplos para mostrar la aplicacion de la ecuacion.
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Figura 9.

Considerando la estructura de la Figura 7 tenemos que es indeterminada externamente al
primer grado (4 componentes de reaccion y 3 ecuaciones de equilibrio estitico). Aplicindole la
ecuacion tenemos: 7 barras, 5 nudos y 3 componentes que le dan estabilidad y determinacion
externa; luego 7= 10 — 3= 7. Asi que la condicién necesaria para estabilidad y determinacién
interna se satisfacen. La inspeccion de la estructura muestra que es determinada internamente y
estable. Luego tenemos que si las componentes de reaccion ya se conocen, es posible determinar
todos los esfuerzos de las barras haciendo uso para el efecto Gnicamente de las tres ecuaciones

de equilibrio estatico.

Para la Figura 8 tenemos 21 barras, 12 nudos y 4 componentes minimas de reaccién que
atin mantienen a la estructura en una posicion estable, luego: 21 # 24 — 4 = 20. Tenemos pues
que la estructura es internamente indeterminada al primer grado.

Por altimo con la Figura 9 se tiene que posee 42 barras, 23 juntas y 4 componentes de
reaccion, de donde: 42 = 46 — 4 = 42. La ecuacion nos indica que es una estructura
internamente determinada y estable. La inspeccion asi nos lo muestra.

9} - Indetermimacion Externa e Intema Combinadas:
Considerar indeterminacion externa o interna de una estructura en forma separada, no

tiene en realidad ninguna razbn ya que las condiciones externas e internas no pueden separarse
entre s{ en un anjlisis.
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Tenemos pues que, en el andlisis final, es la indeterminacién total de la estructura la que
interesa. Con este objeto, las ecuaciones consideradas anteriormente deben revisarse en cuanto a
su interpretacion o a su uso. La ecuacion de criterio era: “

2j=b+r

Para la comprobacion de la indeterminacion total el {inico valor que cambia en cuanto a
significado es “r”, el cual ahora debe considerarse como el niimero total de componentes de
reaccién. Como ejemplo tenemos la estructura de la Figura 8: posee 21 barras, 12 nudos j 6
componentes de reaccion; luego la ecuacion de criterio nos da 21 -¥24 — 6 = 18 y la estructura

es totalmente indeterminada en el tercer grado.
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CAPITULO M
Anailisis de Estructuras de Nudos Articulados Estaticamente Determinadas:

En este capitulo se plantean los métodos existentes para determinar los esfuerzos en
cada uno de los miembros de una estructura articulada estaticamente determinada.

Se procedera previamente a calcular las reacciones en los apoyos ya sea usando métodos
algebriicos o graficos. Luego, el trabajo de analisis consiste basicamente en hallar las fuerzas
axiales para todas las barras de la estructura, ya que asi ficilmente pueden calcularse las
intensidades de los esfuerzos en los miembros considerando para el efecto las secciones de las
barras.

Antes de entrar de lleno a la Determinacion de Esfuerzos en ios Miembros considera de
suma importancia sefialar el criterio de anotacion a usar en el desarrollo de este trabajo, lo cual a
su vez es conveniente ya que facilita y simplifica el analisis. También se determinara el criterio
de signos a usar en el estudio de los estuerzos en las armaduras.

1) Notacion:

Como se ha dicho anteriormente, lo que se persigue con adoptar una notacion para la
- solucién de los problemas de estructuras de nudos articulados es establecer un método para
identificar los diversos nudos, barras, cargas y fuerzas; esto se logra empleando la Notacién de
Bow, la cual consiste en asignar una letra a cada region entre cargas y reacciones, moviéndose en
el sentido de las agujas del reloj alrededor de la armadura; igualmente se hace con cada area
interior de la estructura articulada (Figura 10). Cabe mencionar aqui que no siempre es
imprescindible el uso de la Notacién de Bow, ya que el Ingeniero Estructural puede en cualquier
~ momento adoptar la notacién que para él sea mis sencilla y mds clara. Ya hecho lo anterior se
tiene que los nudos, barras, cargas y fuerzas se nombran como sigue:

i. Nudos:

Estos se designan nombrando las letras correspondientes a todas las 4reas adyacentes al
nudo en el orden dado por el sentido horario. A veces, también se designan con nimeros, lo cual
se hace por conveniencia. En la Figura 10 tenemos que el nudo del apoyo izquierdo es el nudo
aed.

ii. Barras:

Estas se especifican nombrando las letras de las dos 4reas adyacentes. Por ejemplo,
tenemos que la barra vertical sobre la carga P es la barra h i. Silos nudos se han identificado con
nimeros, también las barras se pueden identificar citando los niimeros en los nudes de sus
extremos.
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Figura 10
i Cargas:

Se especifica una carga leyendo en sentido horario las letras de las dos areas adyacentes a
la carga. El nombre de la carga se anota con letras mayiisculas y con una flecha encima; asi en la
Figura 10 se tiene que a la carga P se le nombra como CD.

iv.  Fuerzas ejercidas por las barras sobre los pasadores: - -

La fuerza que ejerce una barra sobre un pasador se nombrara leyendo las letras de las dos
areas adyacentes a la barra en sentido horario respecto a la barra. As{ se tiene que la fuerza
ejercida por la barra gd sobre el nudo defg es nombrada GD.

Para lograr una mayor claridad en la identificacién de los diferentes miembros de la
estructura se acostumbra, como ya se dijo, designar los nudos con niimeros (Figura 11a);
ademds, también es de gran ayuda el designar las areas entre reacciones y cargas con letras
mayisculas (Figura 11b) o niimeros romanos (Figura 11c).

En resumen, considero que lo importante no es apegarse a una forma Ginica de notacién
en las estructuras de nudos articulados sino que adoptar una notacidn que nos facilite la
identificacién de los diferentes miembros que intervienen en el anilisis; ahora bien, dicha
notacion debe ser congruente a lo largo de nuestro trabajo de anilisis y disefio.

® © @ A L
3 k@ £l a~P L7 |» ble~g | 7
&) e
©d \L@c,.‘ o &L c X = Lx |)
v P
@ F

w—e—_
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A lo largo del presente trabajo se usard la Natacion de Bow con la Gnica variante de que
se usarin nameros para la identificacion de los nudos lo cual a su vez nos lleva a identificar las
barras con el uso de la numeracién de los nudos.

2) °  Criterios de Signos a Usar:

A menudo se escriben los valores de las fuerzas de barras de una estructura articulada en
forma de tabla, o bien a lo largo de las distintas barras en sn diagrama de la estructura, Debido a
lo anterior es conveniente adoptar un criterio defimdo para designar el caracter del esfuerzo en
una barra, esto se hara como sigue: El criterio mas conveniente es utilizar un signo mas {+} pata
designar una traccidon o tension y un Signo menos (- pata una compresion. Hste criterio
proviene del hecho que una traccion en la barra produce un alargamiento, o sea un aumento de
longitud a la barra. Al contrario, una fuerza de barra de compresion origina una disminucion en
{a longitud inicial de la barra.

Vale también la pena mencionar que el analisis de estructuras de nudos articulados nos
lleva a veces a trabajar con las componentes rectangulares de la fuerza misma de la barra; de
acuerdo con lo anterior se tienen las siguientes proposiciones:

aj La componente horizontal (o vertical) de una fuerza de barra es igual a dicha fuerza
multiplicada por la relacicn de la proyeccion horizontal {0 vertical) de la
correspondiente barra a la longitud de su ege.

b) La fuerza de barra en un elemento es igual a su componente horizontal {o vertical)
multiplicada por la relacion de la longitud del eje del elemento a su proyeccion
horizontal (o vertical)

¢ La componente horizontal de una fuerza de barra es igual a la componente vertical
multiplicada por la relacién de la proyeccion horizontal a la veruical de la longitud del
eje, o viceversa.

3) Determinacion de Esfuerzos en los Miembros:

Para entrar de lleno a los métodos de analisis primero tenemos que tener bien clarc que
una estructura de nudos articulados esta compuesta de elementos independientes unidos entre si
de manera que forman una serie de tridngulos; ademds, los nudos se comparten como verdaderas
articulaciones, y por @ltimo, se supone que las cargas actlan aplicadas en los nudes. De lo
anterior se deduce que los elementos de las estructuras articuladas son elementos sin flexion y
que estan sometidos a esfuerzos longitudinales. :

A continuacién se habla de los métodos conocidos para la determinacion de los
esfuerzos y luego, al final se agregan ejemplos para el cilculo de dichos esfuerzos por los
distintos métodos.

Bésicamente, se cuenta con dos tipos de métodos para la determinacién de esfuerzos en
los diferentes miembros de una estructura de nudos articulados:
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31 Métodos Algebraicos
3.2  Método Grifico

Métodos Algebraicos:

En este tipo de mémdosbisicammteloquesehacemaishtciumparmdeh
estructura cortindola através de algunas de sus barras y lnego considerar las fuerzas a que estan
sometidas dichas barras como fuerzas exteriores que actiian sobre ¢l cuerpo libre que se obtiene.
Dicho cuerpo libre se obtiene de dividir en 2 partes la estructura de nudos articokados cortando
algunas de sus barras (puede considerarse como cuerpo libre cualquiera de las dos partes en las
que ha sido partida la estructura).

El método algebraico nos dilos procedimientos siguientes para determinar Jos esfuerzos

en las barras, y son:

3.1.1 Método de los nudos
3.1.2 Método de las secciones
3.1.3 Métododelosmommtosycortamu,dwalesmvuimtedeldemhm&

Método Grafico:

Este método es equivalente al método algebraico de los nudos, solo que por razones de
tipo practico, los poligonos de fuerzas correspondientes a los sistemas que acrian sobre cada
mudo se trazan de tal manera que resulte un solo diagrama para los esfuerzos donde puedan
medirse a escala todos los desconocidos; es conocido como:

3.2.1 Diagrama de Maxwell.
A continuaci6n se exponen los métodos mencionados anteriormente.

METODO DE LOS NUDOS:

En primer lugar habra que determinar las componentes de las reacciones exteriores
considerando toda la estructura de nudos articulados como si fuera un cuerpo libre. A
continuacién se van estableciendo las ecuaciones de equilibrio para cada uno de los diagramas de
cuerpo libre correspondientes a los distintos nudos siguiendo un orden sucesivo, de tal manera
que no se encuentren mas de dos fuerzas desconocidas en el nudo correspondiente. Es
aconsejable principiar el analisis por el nudo de la izquierda y continuario nudo tras nudo hasta
llegar a la mitad de la estructura; luego empezar por ¢l nudo de la derecha y en sentido inverso
llegar nuevamente al centro de la estructura. Siguiendo el anlisis en la forma mencionada
podemos llegar a detectar si hemos cometido algin error, ya que al llegar al reencuentro de los
anilisis hechos desde cada uno de los extremos, deben obtenerse los mismos valores para los
nudos centrales. Esta comprobacion nos asegurari que la solucion esta cotrecta. Es aconsejable
que sobre el diagrama de la estructura se indiquen no solamente los esfuerzos en cada barra sino
qgue también sus componentes horizontal y vertical, ya que de esta manera bastara con un golpe
de vista para comprobar el equilibrio en cada nudo. La aplicacién de este método se puede
observar en el Ejemplo 1.

ST e R e
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Determinar la magnitud y tipo de esfuerzo en cada una de las barras de la estructura de

nudos articulados representada en la Figura 12. Utilizar el método de los nudos.

Primeramente recordemos que el uso del método de los nudos es muy practico cuando
necesitamos obtener los esfuerzos en todas las barras, lo cual se pide en este problema. Es
recomendable también el uso de este método cuando hay en el nudo por lo menos un miembro

vertical u hotizontal. ,

SOLUCION:
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) Detesmimari |
2=b+r
2x6=9+3

12="12 Rsuna estructura estiticamente determinada (externa e internamente).

B)  Bosediomes:
Z =0 == Fn—Z0 =0
- By = 20 oo
ZMp=0 = ZOr3— Eva g =0 .-
i w 75 Ten— Mt
= Mg =0 =» 2zor3— Fy,x8& =0

By = #.5 Ton— Mt

s. 1 se cumple Z'F__m = O

<) Anilicis e Neados:

NURDO 1:

ZF, =0 =7 ae-1S=0O =7 .
ae = 1.6 TBN @"&\

 ZFhy =0 =7ec-t0= O =7

5 Sl wmﬂl_ ZF'.,‘ (@)

ZF =0 = f e~ #5=0
: -3 = —@
EF“'O—‘?:@ %-r{!:-‘:;._-.—.o
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NUDO 6: o e e
TR =0 =7 Wo+#5=0="
hb = — 75T (Compe)
h b =0 ¢~;Z\Z=—.o - TE
c /"\ ‘ |
75 TON.
NUDO5: | EZF=0 = mtiFR -Ehg =0
2y -233 = 75 6
ZFa=0 = t\n T332 ~z0=0

Eeaolviendo el "\w.s'tﬂ.h'\a de ecuac;omcs.
hy = 1875 on  (Tews.)
8-1: = .25 ToN CTU'\‘.:-)

NUDO 3:

IR =0 735(51 —qﬁ*{z‘_ﬁ"

fq = - Z(fx+3q)
% — FS Ton (C-owrt.)

NUDO 4:

Este nudo anicamente se utiliza como
chequeo para determinar si permanece en
equilibrio con los valores obtenidos para

los distintos elementos en los anilisis
precedentes.
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ZR=0 =7 %-(‘%c\"e'@) —'?3 =0
2 (s35- c25)-#5=0
35-25 =0 0\7

ZFi=0 = (835 +¢28)-20=0

20=20=0 QV

QObeervaciones:

a) Es mis practico asumir desde un principio que todas las cargas halan al sedo, lnrge los
signos en los resultados de los anilisis nos indicaran lo siguiente:

i Positivo nos indica que el elemento estd sometido a fuerzas de tensiom.
ii. Negativo nos indica que el elemento est4 sometido a fuerzas de compoesion.

b. Es conveniente amalizar los nudos de tal manera que siempre se tengam 2 esimemas
desconocidos en cada uno de los siguientes.

c} Para lograr un chequeo de los valores obtenidos, es convenientg hacer el amdlisis
empezando con los nudos colocados en los extremos para luego llegar 2 s mmndos
centrales, en los cuales debe verificarse que SF = 0O

METODO DE LAS SECCIONES:

El método de las secciones consiste en trazar una seccibn que corte twes barras de la
estructura y luego aplicar las tres ecuaciones de la estatica a una cualquiera de las dos partes en
que queda dividida, considerada esta parte como un cuerpo libre. Se tiene que ea genexal, &l
sistema de fuerzas actuantes sobre el cuerpo libre considerado no es concurrente mi paraldio, par -

lo que podran ser determinados los valores de los esfuerzos desconocidos en las tzes lharmas
cortadas.

Es importante mencionar que si luego de obtener los esfuerzos en los woiemdheos
encontramos alguno con signo negativo, esto nos indica que lo asumido al iniciar ol amilkisis en
cuanto al tipo de esfuerzo actuante sobre el elemento esti equivocado; asi tenemmos que si se
asume un elemento a tensién y luego de efectuado ¢l analisis se obtiene un walles com signo
negativo, esto nos indica que dicho elemento ests realmente trabajando a compresiom.

Témese en cuenta que en la Fig. "T3b, cualquiera de los esfuerzos descanacittos pusike
determinarse independientemente, a partir de la expresion del momento respecio al jpumnto de
interseccion de los otros dos esfuerzos desconocidos.



Figura 13

El método de ias seccicnes es especialmente pracico ¢n el caso que solo sea necesario
caleular [os esfuerzos en algunas barras de ia estructura de nudos articulados. En el caso de tener
un nudo con pot lo menos uno de los estuerzos desconocidos en sentido vertical u horizontat,
conviene aplicar el método de los nudos. El ejemplo 2 nos dlusira ia apiicacién de este método.

EJEMPLO 2

Determinar la magnitud y el tipo de estuerzo en cada una de las barras de la estructura
de nudos articulados representada en la Figura 14. Usar el método de las secciones.

Antes de principiar con la solucién del problema debemos tomar muy en cuenta que el
método de secciones es utilizado con mucha practica en problemas en los cuales unicamente
necesitamos averiguar las cargas en ciertos miembros de la estructura; apesar de lo anterior en
nuestro ejemplo hallaremos todas las cargas en los diferentes miembros de la estructura planteada
con lo cual se logrard una mejor interpretacién del método en mencion.

124 TON,

‘\i‘;,f




a) Determinacion:

2j=b+r

2x4=5+3

8=8 Es una estructura estiticamente determinada (externa e internamente).

b) Reacciones:

SE = O =y Ba—8=0 = Bn = & T~
HOR. _

- 48+6

ZM® =0 =y 8 E\l* - (S)f-b) +(247‘-4) Yo Esq Z

-t EL“'B AEST;&

Z M@ =0 =6 E\" + (BM:) =~"-(24)t4) . EQ‘ - ‘;\6;46

' =7 EV\:‘ G Tom.
.f_..,stécumple Z ; __o
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e} Analisis de Secciones:
Seccion 1—1: e =3ad o2
o 2, -V‘.»’? - .
| af 3= B ===
) —,-»-*.,QF "y W3
% “ Mg =0 :
:-{-5 /f ' i ¢ o
*-’& dz C H (B )=(Bre)(ene)
&/ A § —
» //;\‘% 'F"J ';'“l = 30 Ton. (;i—ens)
< B "
S A ZM@"’"’O
f ,.»-""'JT —-F ) _
e (ﬁg (“6!4)1'( 8x3)
N & q"’ = -28.8Tn (waw.)
e jeTeN |
Nota:  En el caso de miembros inclinados es conveniente descomponer las fuerzas en sus

componentes vertical y horizontal {ver analisis seccion 2—-2).

Seccion 2—2:

EMp=0"
Bday= 48x4 =7 da | = 24 Ton

d—%-\l - ZA,}(% —l 4—:‘;’; = A@) Tolﬂ
dy =LYy dy =20 Tom (ens))

3 Fn=Br4=y T =24 Tou.

.'?a"c"_'v'a._. -z‘.(‘-::) -y gav='— 36 Ton.

e =—24/,2 T - - ‘
/(W? ) - 3 432.2 Ton. (Camrt‘) o
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Ahora, pamladetcrnﬂnaciénde]amagnimdy tipodeesfumom&mimmbub%—3bmmim
un cuerpo libre para el nudo 2; asi tenemos:

\ﬁj"fm *  TF.=0

ETON

3¢ 2 V575 (-2)-
*=-f (ﬁé”)* 2\(-’4—;) 4
W‘b‘rﬂ«l‘; los waleyes “A cowatidos *
@._-_ 2 \on (.-l'ﬂ*")

Como comprobacién tomemos el nudo 3 y verifiquemeos si se encuentra en equilibrio:
ZF\, = O: .
30( )+ so(%) -3 =0
B — 26 =0 QK/
ZFH= O
30(4)w20(2) =0

24‘-2.‘{-[- = O DK/

Observaciones:

a) Como se ve en el ejemplo desarrollado, es posible hacer el andlisis de secciones
considerando las fuerzas sobre los miembros inclinados con dicha inclinacién lo cual nos
da cierto grado de dificultad (seccién 1-1). Ahora bien, es mucho més sencillo considerar
las fuerzas inclinadas como descompuestas en sus componentes vertical y horizontal
(seccion 2-2).



29

b) Debera chequearse siempre, como una comprobacion, el equilibrio de fuerzas en cada
nudo. )

c} Es conveniente hacer notar que en algunas estructuras se nos facilitara el analisis si se usa
el método de los nudos y el de secciones combinados convenientemente. Como
ilustraciébn véase la estructura mostrada en el ejemplo 3, la cual unicamente seri
discutida. :

EJEMPLO 3

Plantear la forma de analisis para determinar las fuerzas de todas las barras de la

armadura representada en la figura 15,

ZOTON. AC TON.
L Fu A 2 N ~- & 7
N ) =3
2 AP~ - . ! “ (f’ . §
v
AZ
A
GO0 | 6o | 00 00 (o600 | eoo )

Figura 15

Planteo de Solucion: -

Como paso inicial debe chequearse la determinacién total de la estructura; luego

determinar las distintas reacciones a las que esta sometida dicha estructura.

El analisis propiamente dicho puede plantearse de la siguiente manera:

Aplicar el método de los nudos sucesivamente a los nudos 1, 2, 6 y 7. (Si se quiere
aplicar este método a los restantes, se ve que es imposible pués hay mis de dos fuerzas
de barra desconocidas en cada uno de ellos).

Usar el método de secciones (seccibn 1-1) para determinar la fuerza de la barra 8-12
considerando la parte izquierda de la seccion 1-1.

Aplicar el método de los nudos al nudo 8 y, sucesivamente, a cada uno de los restantes.
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- - . - - Lo - .- .
Oheervariviaes: P e

a} Vem_mqnetantoendmétododelmnudosmnmeldehsmcimes,pmiélmmdio

b) - Podemos deducir que Ia experiencia ensefia a combinar estos dos métodos para obtener

<) Al aplicar ¢l método de los nudos o el de las secciones, ¢s importante constatar que no
imparta codntas barras con faerzas conocidas se cortan, sino que solo tiene importancia
ol nimero de fuerzas de barra desconocidas. '

METODO DE LOS MOMENTOS Y CORTANTES:

Como ya se dijo anteriormente, este método es una variante del Método de las
Secciones. Se tiene que el comportamiento de una estructura de nudos articulados sometidaa la
accién de cargas verticales es semejante ol de una viga. El corddn superior estd sometido a un
esfuerzo de compresion mienteas el inferior lo esth a uno de tension; en cuanto a las barras
' transversales son las que han de resistir los esfuerzos cortantes. '

Para la obtencién de los diferentes esfuerzos en la estructura articulada puede procederse
de la siguiente manera:

1. Si se quieren determinar los esfuerzos en los cordones supetior e inferior de una
estructura de nudos articulados, debe primero escogerse, en una forma adecuada, cada
uno de los nudos y encontrar el momento que hay en ellos. Luego basta con hacer un
adecuado uso de las ecuaciones de la estética, as{: (ver Figura 16).

BaRRA _A—AO: (¢ g"o‘)
N Roo= 252 (= Fa)

n - _
o\ | /% |/ BARRA AS-AG
n N b A ' T
il 2. e
Figura 16
(1) El momento respecto a cualquier nudo puede obtenerse considerando como

cuerpo libre cualquiera de Jas 2 partes en que la seccion divide a la estructura.
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(2) Es facil notar por simple inspeccién que el cordon superior esti comprimido y
que el inferior esti tensionado.

2, En cuanto a los esfuerzos en las diagonales se tiene que son iguales al esfuerzo cortante
en la seccién (este valor representa a la componente vertical del esfuerzo en la diagonal)
multiplicado por el valor de la secante del ingulo que la diagonal forma con la vertical.

En cuanto a signos y tipo de esfuerzo tenemos:

{1) S1 el esfuerzo cortante en la seccibn es positivo, implica que la diagonal esta a
compresion.
(2) Si el esfuerzo cortante en la seccién es negativo, implica que la diagonal esta a
tenston,
13) Muchas veces es mucho mas sencillo determinar el tipo de esfuerzo por simple
nspeccion.
3. Para los elementos verticales se tiene que el esfuerzo es igual en valor absoluto al

esfuerzo cortante en la seccion mientras que el tipo de esfuerzo ha de determinarse por
NSPECCION.

Es de mucha importancia el aclarar que si el cordon superior o el inferior (o a veces los
dos) cortados por la seccion son inclinados, la componente vertical del esfuerzo en una barra
transversal es igual al esfuerzo cortante en la seccion modificado por la componente vertical del
esfuerzo en la barra del cordén inclinado.

Basindonos en que los cordones han de resistir el momento de flexion y las barras
transversales el esfuerzo cortante en una seccién cualquiera, podemos hallar los esfuerzos en
todas las barras de una estructura de nudos articulados. Ya obtenidos los valores por los
procedimientos enumerados con anterioridad, se pueden comprobar los resultados verificando el
equilibrio en cada nudo ($ F=O).

El ejemplo 4 nos clarifica la aplicacién de este método.
EJEMPLO 4

Determinar la magnitud y el tipo de esfuerzo en cada una de las barras del entramado
que se representa en la Figura 17 usando el Método de los Momentos y Cortantes.
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| 8OO

Figura 17

SOLUCION:
a) Determinacion:
2j=b+r
2X14=25+3 . _
28=128 Es una estructura estiticamente determinada (externa o internamente).
by Reacciones: ‘ o

. & :B . ,‘ .

o

AL -

. & i
R A | | A . N AG
% ; 2 5 T OLE 4 M < \B:fﬁ b
f .S & 4 : =S
‘ ) ACTTOMN, AZTON, [|/TON. ‘
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ZFHDP_ —_—7 EH - o .

Z Mo

f h
o O

= 42 Ev‘ 4=(40x24) x AZi%O)Jr (@ 35)

iZVH= 22 Ten.

TM@=0 = 42 By =Uoxae)r(zniz)+(1x6)
EV‘ = a‘ ToN‘

De \o Mt!:ldec +¢v\ewxos c‘ue sn/ &m c.umf\e.:

ZFhor = O
Zl:qeg_= O

c) Analisis de los Momentos y Cortantes:

1. Cordén superior ¢ inferior:

En vista que en este problema el cordén superior es casi en su totalidad de elementos
inclinados, es mucho mis sencillo determinar primero las componentes horizontales de los
esfuerzos en las barras: lo cual se hace también tomando suma de momentos en los nudos. As{
tenemos para cada tramo los siguientes valores: o

E_%Hop_= @}?ﬁ_ = ‘3:_»6_ = A Ton =7 O\_ca = A2t -EN. (CDW\PE)

c&_f- '-‘--_-e- '::—-Af\v\Q = ﬂj{-j—'— =°’jT;N 5752--:\;\& '-'—-'G\Toﬂére\ﬁ%)
& ‘

| h —
Fe- M@ —_-.9\7‘\_‘2_-.. A8 Ton =7 {8 =A6 -FDH (TGME.)




B+

y
g
¥

I {
55 =16

=14 va

O R R
= G\:ﬂ‘ - z-q -‘-“N -y AV = 24 Tol"h (Camrt.)
- 24 Ton =7 A = 243 Ton. (-C"'“?"')

HoR. .

- &ﬁ'z h—-—-)——-)-*";('” =263 Ton™=7 o =26.3 Ton. LT““"*)
o S39-(0K) o o Tu=y FmZPF TN (Gompe)

5
= alr = 22 Ton. (o)

& 3
-

M

e

3l

wop

g

Febr = Y@ _ 2222 = 22 Ton -
W

O-:Ehbtﬂ‘- ..__..M® = ZIZ:G = 272 TN =7 ar = A Ton (c"'"f*)

2. Elementos verticales:

Para determinar los esfuerzos en estos elementos primero deben obtenerse los que sean
posibles a partir de la condicién J F y=© de donde tenemos:

NuPo :

zF‘“O=‘? :gl;\" O
NOUpPO B2
ZFy=0 = h = ON yerr
= 24.3 644

| Fmm 4 Tom (Tens.)
Nubo 18 ’
ZF =0 = §F= A Ton CTGV\S.\

Para los otros miembros verticales basta con hallar el cortante en la seccion que corta 3
elementos de la estructura {uno de ellos es el miembro vertical), para lo cual debe considerarse la
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componente vertical del esfuerzo en los cordones superior ¢ inferior, las reacciones y las cargas
externas. Puede tomarse cualquiera de los 2 lados en que la seccién divide a la estructura. Asi:

2.4 Seccion A-A:

Tomando la parte izquierda,

oo
1A i verT

25  Seccion B-B:

Tomando la parte izquierda,

(:—i:-*- C'\._ﬂfqu;‘- -q

T =9a— 44.2(3%)

G= A% Ton (Compe)
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26  Seccion G-C:
Tomando parte derecha,
%« Fue TAZH =22

F=z22-42-4—23% TZ'?)

P = 7.8 Tonm. (Tws.)

3. Elementos Transversales (inclinados):

Para los esfuerzos en estos elementos podemos proceder asi:

aj Trazar una seccion que corte 3 elementos de la estructura, siendo uno de ellos an

elemento diagonal.

b) Aplicar ZF_Fy = O y obtener el esfuerzo cortante en la seccion, para lo enal puede
tomarse cualquiera de las 2 partes en que la estructura queda dividida debido a la

seccion.

c) No debe olvidarse el considerar la componente vertical del cordén inclinado (superior,
inferior o ambos). Asi se tiene:




3.1

3.2

3.3

3.4

Seccion LI:

Tomando la parte izquierda,
Qe + d o = A

Dier =a- a2 (25)

'e‘iveg,"-‘ ‘*'5 TﬂN

o Ihi o= 64 Ton (s

Seccion H-I:

Tomando la parte izquierda,
A ygr + E-anvﬁk =9 A
q ver = A /\5-5(_@—7(3
'?:f NER. = & Tom.

60 ZE = 749 ToN. (Tws.B
Seccion I-11:

Tomando la parte izquierda,
m R e, = A Ten.

-]
fa

Ml = 40.8 Ton  (Tens.)

Seccion IV-IV:
Tomando la parte izquierda, ~
HVE& 'T‘?Tﬂ'-\lgn_ + q -Ao

NG vep. = A0 —A — ZAD —‘.."T

'}

~ eo ;5';: = 2.9 ‘_TQN. (Comr¥n>

37
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35  Sectiém V-V:
Tomando la parte derecha,

SPvert [Hvn + =22

ﬁ“,._ - 2Z2=4 — 233 (-‘_—z';)
P-ﬂ-“llp--- 4,2 Ten
o ﬁ L 6 Toﬂ (-ré“""\

Va encontradas todas las cargas en los miembros de la estructura debe chequearse para c/nudo
3 F = O. Este chequeo se facilita enormemente con solo ir anotando en un esquema de la
estructura articulada, los valores de las componentes de las fuerzas en dichos miembros; esto
puede irse haciendo a lo largo del desarrolic del problema, para el final poder obtener lo

siguiente:

=
2'2*0 =2
T + N 0 NG
+ = 0{'_'{ ZZ .5

180 + Zo. B + ZZ2. O l+ Z2Z.o

Observaciones:

a) Al aplicar el Método de los Momentos y Cortantes es conveniente analizar los miembros
en el orden siguiente: o
i Cordénsuperioreinfeﬁor,medianwsumademomentosréspectoaunodelos '
nudos.

ii. Cordones verticales y diagonales, mediante suma de cortantes en la seccion o
mediante suma de fuerzas.



1

39

iit. Verificar el equilibrio de cada nudo.

b} Es conveniente ir preparando en el transcurso del andlisis, una estructura en la cual se
indiquen las componentes (veriical y horizontal] de los esfuerzes de los distintos
elementos; de esta manera sera mucho mas sencillo verificar al final el equilibrio de
fuerzas para cada nudo.

DIAGRAMA DE MAXWELL:

Como base para un analisis grafico de estructuras articuladas puede emplearse el Metodo

de los Nudos, ya que este es el que nos di un diagrama resultante conocido como Diagrama de
Maxwell. .

Para poder dibujar directamente el Diagrama de Maxwell de una estructura de nudos

articulados se enumera la siguiente serie de pasos a seguir:

1)

2)

Adoptar una nomenclatura determinada; identificando tanto las regiones mteriores
como las exteriores, los nudos de la estructura, etc.

DEterminar las reacciones de la estructura, valiéndose de cualquier método conocido.

Dibujar a escala el poligono de fuerzas externas para la armadura completa; aqui es
conveniente seleccionar las fuerzas externas en sentido horario.

Dibujar un polfgono de fuerzas para cada nudo, lo cual se hace sobre el poligono de
fuerzas externas estudiando sucesivamente aquellos sobre los que actlien solo dos fuerzas
desconocidas. Para este poligono de fuerzas de cada nudo se trazan, sobre los puntos ya
determinados con las fuerzas externas, lfneas paralelas a los elementos considerados
hasta que estas se intersecten en un nuevo punto.

Se puede medir ahora, en el Diagrama de Maxwell, el médulo de las fuerzas en cada
barra. Para determinar si una barra trabaja a tensién o a compresion, determinamos si
esté tirando o empujando a cualquiera de los dos nudos que une; para esto hay que
identificar al elemento de la estructura con una “lectura” de las regiones adyacentes a él
(en sentido horario), luego vamos al poligono de fuerzas y localizamos la “lectura”
comparando si en el poligono estd empujando (compresién) o tirando (tension) del
nudo.

El ejemplo 5 nos ilustra la aplicacién del Método Grafico de Maxwell.

EJEMPLO 5:

Determinar magnitud y tipo de esfuerzo en los elementos de la estructura mostrada en la

Figura 18. Usar para el desarrollo del problema el Método Grafico de Maxwell.

&
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Figura 18
SOLUCION:
a) Determinacion:
2j=b+r
2x4=5+3
8=8 Es una estructura estiticamente determinada (externa e internamente).

l,m e




b)

c)

o

Reacciones: _
ZFHGK“‘—_O — ZH«":‘O

FMeg =0 => @E,q=,1wd-?g E‘%" 400{5’*

ZMe=0 => & Ry, = o)+ (0omz)

<. 2"3 = 3% 'LK
oS e cwvv\fﬁt con ZF= O
Diagrama de Maxwell:

Este consiste basicamente en dibujar el paligono de fuerzas de la estructura articulada

conservando una escala determinada. Ya con los valores obtenidos anteriormente podemos

continuar de la siguiente manera:

Y

iv)

Dibujar el poligono de fuerzas externas, para io cual debe vsarse la notacion dada a las
regiones. Por ejemplo; de la region A a la B hay una fuerza externa de 100 Kg. hacia
abajo, luego el punto B debera localizarse 100 unidades abajo de A, y asf sucesivamente
se contintia de regibn en region.

Ya localizadas las regiones exteriores se procede a la localizacion de las interiores, para lo
cual se toman de base las ya localizadas. Es importante hacer notar que la regién ha
localizar, debe tener por lo menos 2 regiones adyacentes ya localizadas con anterioridad;
luego, con base en ellas se trazan lineas paralelas a los miembros que las dividen de la
region desconocida. Como ejemplo; para localizar la region [ tenemos que ya han sido
localizadas sus 2 regiones adyacentes A & B, asi, primero trazamos una l{nea que pase
por A y que sea paralela al elemento que divide las regiones A& I y luego trazamos
una que pase por B y que sea paralela al elemento que divide 2 B & 1 . La interseccion
de estas 2 lineas define el puntode la region I . Asi se procede para localizar todas las
reglones interiores. -

Ya localizados los puntos de todas las regiones bastard con medir a escala la distancia
entre 2 puntos, para tener la magnitud de la carga en el elemento de la estructura que
esté ubicado entre las 2 regiones identificadas en el Diagrama de Maxwell. Por ejemplo,
en ¢l elemento 1-3 hay 240 Kg, ya que entre B& 1 hay 240 unidades.

Para determinar el tipo de esfuerzo de cada elemento se procede asi:
4 Se toma un nudo de la estructura (Nudo 2)

Se lee en sentido de las agujas del reloj las 2 regiones adyacentes al elemento
considerado. (C — II)

* Nos trasladamos al Diagrama de Maxwell y suponemos que la region leida
primero representa al nudo. (C)
¥ Localizamos la lectura y comparamos si esta empujando al nudo (elemento a

compresion) & si lo esta halando (elemento a traccién). {Halandos = 2-4 esti a
~ tension)
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En & sguiente esquera estd el Diagrama de Maxwell; basindonos en la estructura de la
Figura 18 y tomando en cuenta la notacion que le fue impuesta, se llega a obtener el Diagrama
mostrado a continuacion, basindonos para el efecto en los pasos descritos en la pagina anterior.

10D

A

DIAGRAMA DE MAXWELL:
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Observaciones:

Después de haber planteado los métodos para determinar las cargas a las que estin
sometidos los elementos de una estructura articulada, y lucgo de haber resuelto algunos
ejemplos, se pucden sacar como recomendaciones de importancia, las siguientes:

1. Es de gran importancia y utilidad el adoptar una nomenclatura cualquicra, pero que sea
consisten a lo largo del problema, ya que esto nos facilitard su solucion y ademds evitard
en gran parte el incurrir en errores de identificacién de nudos, miembros o reacciones.

2, Al final del analisis debe siempre dejarse un esquema de la estructura, en cl cual se
muestre ¢n forma clara y ordenada la magnitud y tipo de esfuerzo en cada miembro, asi
como las componentes de los esfuerzos en los miembros inclinados. Este esquema nos
serd de gran utilidad para chequear el equilibrio estitico de cada uno de los nudos de la
estructura, lo cual se hard sin necesidad de invertir una gran cantidad de tiempo ya que
se tendrin a la mano y en una forma ordenada, tanto las fuerzas verticales como las
horizontales que estan actuando sobre cada nudo.

3. Como una comprobacién de nuestro andlisis, debemos siempre chequear el equilibrio
estitico mencionado en el inciso anterior para cada uno de los nudos de nuestra
estructura articulada.
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CAPITULO 1V:

Determinacibl'n de Deformaciones en Estructuras Articuladas Estiticamente Determinadas:

Para principiar, podemos decir que el ciiculo de deformaciones en estructuras es usado
como una arma muy efectiva en el analisis de estructuras estiticamente indeterminadas. Esta
aplicacién particular implica ya un planteamiento de los métodos mas usados para calcular
deformaciones en las estructuras de nudos arriculados. Cabe mencionar que existen otras
aplicaciones en las cuales pueden ser utilizados estos calculos {son de gran importancia en el
analisis, disefio y montaje de estructuras). Las deformaciones resultantes de acciones diferentes,
sobre diferentes tipos de estructuras deben ser determinadas; y, ya que no hay un método de
computacibdn que sea el mejor para todos los problemas, se discutiran varios métodos diferentes
entre los cuales se pueda ya escoger el que nos facilite la solucién del problema gue se nos
presenta. -

Los métodos a plantear podemos clasificarlos de la siguiente manera:

1. Métodos Tradicionales o de Energia
2. Métodos Graficos

3. Métodos Matriciales

4, Métodos Programados

L Métodos Tradicionales o de Energia:

Estos métodos estan basados en la igualdad existente entre el trabajo externo efectuado
por las cargas que actfian sobre la estructura y la energia de deformacion interna de sus
miembros.

Lo dicho anteriormente es natural si consideramos que durante se aplican las cargas
externas a la estructura estas desarrollarin trabajo conforme se desplazan sus puntos de
aplicacién. Es esto lo que nos lleva a poder plantear la ecuacién base para todos los métodos de
energfa, lo cual a su vez nos facilita el cilculo de deformaciones en los miembros de las
estructuras articuladas:

Trabajo Externo = Trabajo Interno

En una estructura de nudos articulados tenemos que de la ignaldad anterior el Trabajo
Externo puede determinarse ficilmente si se toma el razonamiento adecuado. Asf:



-
Figaxa 19

Al aplicar la carga F (Figura 19) puede notarse que su punto de aplicacion sufre una
deflexién total A . Considerando una relacion lineal entre carga y deflexion se tiene que el
valor promedio de la carga durante la deflexion es Q + F = F/2, luego:

2

Trabajo Externo = Carga Prom. X Desplazamiento
=(FI)X A
Cabe mencionar que el trabajo externo debido a la aplicacién de un momento es:
Trabajo Externo = Momento Promedio X Giro
= (M/2) X &

Con el resultado anterior concluimos que si encontramos una expresién para el trabajo
interno (energfa de deformacién) en funcién de F y de las propiedades de los miembros, podrfa
encontrarse después la deflexion del punto de aplicacion de F, ya que:

Trabajo Externo = Trabajo Interno
(F/2) X A = funcién (F, L, A, E) Despejamos A .

Sobre Trabajo Interno puede decirse que para las estructuras de nudos articulados la

energla de deformacion interna es resultado de esfuerzos axiales y deformaciones elasticas

axiales (no ha sido excedido el limite elastico).

A continuacién se plantea la expresién para la energfa de deformacion interna debida a
cargas axiales, que es precisamente lo que tenemos en una estructura de nudos articulados;
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?
Figura 20

Al aplicar gradualmente la carga P (Figura 20) el miembro sufrird una deflexion total
A . Ahora bien, el trabajo interno en una longitud dx sera;

Trabajo Interno: dx= Carga Media X Deformacion en dx ‘
W = ()% (A )
NUANISHG®
= (%) (Phe) (7L )

"—'('%AE )c:b(.

o Tfabajo Interno total en el miembro = wi = P d'x
ZAE

[

b

Si en la estructura articulada mostrada en la Figura 19 se tiene que P es la carga en cada
miembro debida a la aplicacion de F, entonces el trabajo interno en cada barra es,
2
P< L
W, = SAE {El valor de P puede ser diferente para cada
miembro de la estructura articulada).

" De lo anterior se deduce que el trabajo interno total en la estructura articulada es,

P2y

= —

AT
Esta es la expresion requerida para la energfa de deformacion interna resultante de la

deformacién axial elistica en los miembros de una estructura articulada.

También hay expresiones para energfa de deformacion interna debida a flexién, corte,
torsion, etc.
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Los métodos de energia mas conocudas ¥ mas usades, parz ¢ cilculo de deformacones
en estructuras articuladas, se encuentran planteados @ ConUNBACHGH D la fcrme mas sencills

posible.
Caleulo de Deflexiones por ¢ Método del Trabajo Real:

Este método es muy Limitaco en CUdnio a 5 apiicacion Y2 QU€ SO pouirs. dERETIIMATSE
en cualquier casc una de as incég:ic;;sﬁ o rdetlexion finesl 2 rosaciomAl. ESKO nes mekica

que la expresion valida en este metodo es:

Ff2 X /A = Trabajc Interno

[#l)

M/ X '9- = Trabajo intetnc

Este método puede solamente usarse para CRCOMITAr & GeYarMacicr Imeds del pentc ie
aplicacién de una fuerza en la direccibn de esa fuerza .o cotacicn en la cirevcicn de un par Y2
'que si tratamos de determninar ias detlexiones debidas a diferentes cargas, aparecira mas Je una
incognita en el miembro de la izquierda y es imposibie su sofuction.

Como ya se habia determinado con anterioridad el valor de Ia energra de deformacion
interna, nos eNCONTIAMos con la ecuacion siguiente:

PiZL
F12 X A= 2AE
Donde,
F = Fuerza real aplicada en el punto en que s€ busca la deflexion
P = Esfuerzo en cada miembro debido a la aplicacion de F a la estructura
A = Deflexién lineal del punto de aplicacion de F en el sentido de F.
LAE = Propiedades de los miembros de la estructura y de los materiales.

Para tener una idea més clara de la forma como se calculan las deflexiones por medio del
Trabajo Real, se plantea a continuacion un ejemplo.

EJEMPLO 6

Considerando la armadura mostrada en el Ejemplo 1, encontrar ‘el desplazamiento
horizontal del nudo 5 (lugar en que se estd aplicando una carga de 20 Ton. en sentido
horizontal). Ver la armadura en la Figura 21.

Para encontrar la deflexion contamos con la expresion:
@ |

— M

(F/Z.) A = Z 2 AE



2 <
. Z FL
A= AL z
F
1
Donde: 7 ,!'
pi = Esfuerzos en los miembros, (de ejemplo 1)
L = Longitud de miembros
A = . Area de seccion de los miembros: m  cms.2
E = 2100 Ton/cm?
F = 20 Ton.
Haciendo una tabulacion de resultados:
Miembro Pi (Ton) L Mt Alfems?) | Pi2L/A
ae + 7.50 3.00 100 + 1.688
ec + 20.0 4.00 200 + 8.000
af + 6.25 5.00 100 + 1.953
fe — 6.25 5.00 180 + 1.085
hb — 7.50 3.00 100 + 1.688
ch 0. 4,00 150 0.
hg + 18.75 5.00 180 + 9,766
ga + 625 5.00 100 + 1.953
fg — 750 6.00 100 + 3.375
P_’- L ' Z = 29.508
\
R~
A=
FE
LA = 2AZesxa0o _ 2A.798
T 20%2A00 420
/
As, que:

%HOB). = O'O-‘V'Of) CN‘\&
Nupo &
(vocio La Aetep‘AA}
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Cilculo de Deflexiones, usando ek:

‘Este pumer teorema deCasngha ighano es el que nos suministea unodelos mérodos mas
importantes para determjpar las deflexiones elsticas en cualquier punto de una estructura. La
deflexién puede ser: Rotacional o Lineal, en cualquier direccién o causada por cualquier sistema
de cargas aplicadas. :

El Primer Teorema de Castigliano, puede enunciarse asiz -~ . .-

“Al aplicar una carga sobre uma estructura; la deflexién: del punto.deﬁ aplicacién de la
catga, en la direccibn de esa carga, se obtene evaluando la primera derivada parcial de la energia
total de deformacion interna de la estructura con respecto a la carga aplicada”. (La “carga™

puede ser “‘una fuerza™ o “un momento”).

Demostrando de una forma simple lo anterior: '
ST e @ - Bnergia Int = EnergiaExt
NN - G
: ‘ o o Q;X ‘
W= P -
We=(Bb r(g)x SR

) agregando a PunadP:

Tde P«-(P-\-JPs; R+
dwr = I:—-—-—— = ]Am [-———Z ]cns
- - (Despreciando el producto

o S o O orniales)
dwWi= Pdas @Y ——OD -
b) aplicando gradualmente (P dP) v Q: e e

- (£ Cands 1 (F ) (on D

i o e
T -z

Luego; Usando I ¢ Iy considerando que Wi= dwi= Wi' . tene&los .

=L R czl_A o R

dwi= 7 >
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dP?-A = \gi - S\

. A = AW

4P
DWW

=2 A‘-—B-Y?

Para el caso de estructuras de nudos articulados, se tiene:

2
A= aPW'

.o Z S(ap AE

En la formulacién anterior es importante hacer notar dos aspectos:

= dP A

dWi=

A o representa la deflexion total del punto considerado, sino que la deflexion lineal
en el sentido en que se aplica P.

es negativo, quiere decir que la deflexion

Si el signo de la expresién ZS 3 A:

es de sentido contrario al que se le dib a la fuerza aplicada.

hY

En el ejemplo siguiente se ilustra la forma en que se aplica el Primer Teorema de

Castigliano para determinar deflexiones en los nudos de una estructura articulada.

EJEMPLO 7

Considerando la estructura articulada del éjemplo 4, encontrar el desplazamiento vertical

del nudo 5. Ver la armadura en la Figura 22:

Py

3

Figura 22
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' e W S R o
SOLUCION: AT w Y R M R .

i

Secciones de Miembros:

iy  Cordén Superior= 40‘@3 """" :
i) Cordén Inferior = 30 cm ) e .

iii) Otros miembros = 20 cm> | SoE T BTG b
E= 2,100 Tom';:m% o n oenaEsT EL g

Donde::. . - -
= Esfuerzos en los mlernbros debldos a ]as cargas rpales chr el qqmplo 4)

Primera derivada de S (esfuerzos en los miembros debidos a la aphcacmn de la
~ carga P, en el punto y con el sentido en~el que investigamos la deflexion)
. .respecto a P (Estos-esfuerzos deben estar expresa&cTs en-fiincion de P}.
= Longitud del fiembro. : T
Area de 1a seccién transversal del rmembro. | o Pex
2,100 Ton/ cm?2. J ‘ ' '

| It

il

mo e
1

A contmuac1on se muestra la esgrugtuga con el esfuerzo en cada rmembro deb1do a la

aphcacmn de4a carga P, Son estos valores los quie nos llevan a obtener elitérmino W Asf:

e AT
S -:_ -~ g
: ! T e Y B . R



=t TR Tl FT

Haciendo una tabulacién con los resultados:




lﬁmmlh-s(m: Area (em% | S (Ton) S®) 33¢p) s(?..%ﬂ)g
" 849 40 - 127 - 100P - 100 +  269.56
al 632 40 - 142 - 1137 - 113 +  253.53
Coxdim ak 608 40 - 183 - 07BP - 078 + 216.96
superior . 600 40 - 2440 - D56P - 056 + 20160
an 608 40 - 243 - O.5TP — 0857 + 21054
ap, 632 40 -7 ~ 046P - 046 + 20132
ar 249 40 - 3141 - D4LP - 041 + 27064
P 600 30 + 9.0 + 9.71P + 0n + 127.80
he €00 30 + 9.0 + one + 071 + 127.80
e $00 30 + 135 + 1.07P + 1,07 +  288.90
Cordén je 600 30 + 180 + a77P + 0.77 + 27720
inferior od 600 30 + 263 + 044P + 044 + 23144
qe 600 30 + 220 + 029p + 0.29 + 12760
b 600 30 + 220 + 0.29°P + 0.29 + 127.60
gh 600 20 0. 0. 0. 0.
hi 849 20 + 64 + 051P + 0.51 +  138.56
ij 200 20 - 45 + 065P + 0.65 - 117.00
ik 1000 20 + 15 - 0.52P - 0.52 - 195.00
vertical kl 900 20 - 60 + 042P + 042 - 11340
sinclinado | Im 1082 20 - + 10.8 - 0.36P - 0.36 - 210.34
mn 900 20 + 40 + 0.09P + 0.09 + 1620
no 1000 20 - 38 + 023Pp + 0.23 - 4370
op 800 20 + 18 - 0.14P ~0.14 —~  43.68
pa | 849 20 + 60 + 0.21P + 0.21 + 5349
qr 600 20 + 90 0. 0. 0.
P 2,417.62
A - 2,417.62 -
2100

. AVIKT = 1.151 cms.? (hacia abajo),
(nveo &)

Cilculo de deflexiones usando el
Método del Trabajo Virtual:

Este es el método mis versitil para la evaluacién de las deflexiones eldsticas de las
estructuras, Si se usa este método, no solamente es posible determinar las deflexiones que
resultan de cargas de cualquier tipo, que causan cualquier clase de esfuerzos en una estructura,
sino que también es posible calcular las deflexiones resultantes de cambios de temperatura,
errores de fabricacibn o encogimiento del material estructural (pueden ser deflexiones lineales o
angulares en cualquier direccién). Cabe mencionar que con este método debe aplicarse el
principio de superposicion a las estructuras consideradas.

—

\
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El principio de trabajo virtual, puede definirse como sigue: “Sea una estructura
deformable, la cual se encuentra en equilibrio y soportando un sistema de cargas dado; sisele
aplica una deformacién virtual como resultado de alguna accion adicional, entonces,

Trabajo Virtual Externo = Trabajo Virtual Interno
(debido a carga u- debido a carga u-
nitaria) nitaria)

El problema ahora estriba en adoptar una expresién para cada miembro de la igualdad
anterior expresindolos en forma congruente.

Sea una estructura Articulada:

4

SISTEMA, Conl

Figura 23
0 £
. s ©)
4 _ L BE  SISTEMA. SON
TP=A CFIETICLA ) CARGA  UNITARLA

El trabajo virtual externo se puede expresar como:

Werk = F % Pe:.?\ammien-‘—o
Wext. = P * N
Wext = A* IS

Ahora para determinar una expresién para el trabajo virtual interno en una estructura
articulada se tiene:

1. Los esfuerzos ficticios en los miembros, resultantes de la accién de la fuerza unitaria

ficticia deberan calcularse S/C).

2. También deberin calcularse los esfuerzos reales en los miembros (S).



5 6_ -

o

Deber recordarse que el estuerzo A no altera su valor al ser aplicadas las cargas reales,
ya que se tendra en cada miembro:

= ——a"il A e
‘i_ : ! 1 = . L
L L L | — |
. A 7
Antes de aplicar las cargas reales, ii) Al ser aplicadas las cargas reales.

Ya expuesto todo lo anterior podemos expresar el trabajo virtual interno como sigue:

Para un miembro:

AS
Wink. = AE

Para la estructura total)‘(
SL AS\
Wink, = Z AE = M& = Z_ AE

En las formulaciones anteriores también son validos los aspectos mencionados para el

Teorema de Castigliano:

a)

" Un signo negativo en la expresiénz

A\ no representa la deflexion total del punto considerado, sino que es la deflexién lineal
en el sentido de aplicacién de la carga unitaria ficticia. :

A\
AE

indica que el sentido de la deflexion es
contrario al de la carga ficticia unitaria.

Si en lugar de determinar la deflexion de un nudo queremos determinar la rotacion de
un miembro, la formulacién serfa muy similar ala planteada, ya que:

Para encontrar la rotacibn del miembro mostrado, tenemos:

i
Deloeca vesaxse erdtoneces:

\\Lﬁ/ Ax B =Z/«;\i\"

A/
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EJEMPLO 8:

Considerando la estructura articulada de la figura 23, calcular el desplazamiento
horizontal de nudo 3 debido al sistema de cargas actuantes.

TN ' ASTON.
U S
Aol z -3l Er e

! OMNIT A LA,
BN (AsuMIeA)
s
'
= 4
: 4
A 3 4 @
7/
5Ton
£ n € 7
§ b -

SO0

Figura 23

En este caso debemos empezar por investigar si la estructura es determinada o no lo es
(externa o internamente)

2j=b+r
2x11 =1943

L
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22 = 22 Es estiticamente determinada externa e internamente. (Puede comprobarse por

simple inspeccion).

Calculando las reacciones:

1ox7E0) + (5145.00) 1 (5 140) 4 (5% 5)
ZMIC): O =7 EVEEB -_-_—_,( » ) -;5.0

g R = 20 Tom.
®

+ (5110) +(BMP - (10%3,50)

- — : _ (5x8)
ZM\t-O == Ev'r._i"‘ = =0

= RH(&T = AQ To .
®

Z F e e T

R = 545 +5

\Y/

?-a\;.'ﬁ
&
‘e Ruwr = AD TQH.

(Se. c-_ow\P\e. T FE =0 )

V¥a con las reacciones calculadas, pasamos a la determinacion de esfuerzos en los
miembros debidos a las cargas reales sobre la estructura. Para esto aplicaremos el método de los
nudos en el orden siguiente: 1, 3, 2, 4,6,57,9, 8 10y1L.



NG TON
s
£ Ten R e -5
,,/ \\‘.
N
w18
KL
AN |
N\
= TON. 2 Tz 5: @
/N
N NS
\‘G?
O @
NS '
= Ton a8 + 500 \
/ \.\
. §
X? ;
S !
15 TON £ T7& &
Py
2O TON

La expresion con que contamos para calcular la deflexién del nudo 3 es:

v = Z/{SL

= esfuerzo en los miembros debido a las cargas reales.

= esfuerzo en los miembros debido a la carga unitaria aplicada en nudo 3.

= longitud del miembro.
= area de secc. transversal. {En este caso: A= 5cm
= 2,100 toneladas/cm2.

59
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Los valores indicados en la estructura anterior corresponde a 8. Calculando ahora los
esfuerzos en los miembros de la estructura articulada, debidos a la carga unitaria aplicada en el
punto y con la direccién en que necesitamos la deflexibn (4 ):

(De este andlisis obtenemos A )
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Tabulando los resultados para obtener la deflexion horizontal del nudo 3:

Miembro Long Area S
{cm) ‘cm2 Ton. (’fo(n} S/( L—

ei 1 375 5 ~ 5.0 0 0

ek 375 5 ) + 1.0 0

ci 500 5 ~ 10.0 0 0

ij 625 5 + 417 + 0.83 + 3.46
ik | 625 5 —~ 417 ~ 0.83 + 346
kf 500 5 —10.0 0 0

il 375 5 ~ 7.5 — 0.5 + 3.75
in 375 5 + 2.5 + 0.5 + 1.25
bl 500 5 — 6.66 + 0.67 — 4.46
Im 625 5 + 833 + 0.83 + 6.91
mn 625 5 ~ 833 — 0.83 +46.91
nf 500 5 —13.3¢ . ~ 0.67 + 8.94
mo 375 5 —10.00 — 0.5 + 5.00
mq 375 5 + 5.0 + 0.5 + 2.50
ao 500 5 0 + 1.34 0

op 375 5 +12.5 + 0.83 + 0.38
pq 375 5 — 12.5 — 0.83 +10.38 .
qf 500 5 - 20.0 — 134 + 26.80
Pg 750 5 + 7.5 + 0.5 + 3.75

A Z = 89.03
A =(Z sy L) G
.. A = &1.03
5 % 2A00

= Auoz = 0.0085 cms (hacia la deudm)
(wreo 3)
Ejemplo No. 9:

En este problema se ilustra como considerar los efectos de temperatura al aplicar el
método del trabajo virtual a las estructuras de nudos articulados.

Sea la estructura mostrada, calcular la deflexién horizontal del nudo 3 cuando la
temperatura de los miembros inferiores esti 30°C mis baja que la de los otros miembros; ver la

Figura 24:
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o=t L]

TS

-t

Touz

Figuara 24

Para resolver este problema contamos con la expresion:

1 xA=Z/(dL

./(= esfuerzos en los miembros debidos a la carga unitaria.
dL = cambio de longitud de cada miembro y se tiene:

A=z mdL = —0.00247 Mis.

dr = txCexL.

Ce = Coeficiente de expansién del material. (0.0000117/0C)

dt = diferencia de temp.

L longitud del miembro.

s dL = 30x0.0000117/0CxL

Long,

Miembro| (MTS) i A A4l

1.2 6.00 +,00211 0 0

2.4 6.00 +.00211 0 O

2-3 2.50 +.00088 0 0

1-3 6.50 +.00228f o Y ©

34 6.50 +.00228] — 1.09}— 0.00249
< o} 0.00249

Tenemos:

A = — O. 244 M5



63

El signo negativo indica que el desplazamiento del punto 3 va en direccién contraria a la
fuerza unitaria ¢, el punto 3 se desplaza hacia la izquierda 0.249 CMS.

Cabe mencionar que existe otro método de energfa y es el Método de Trabajo Minimo:
este es considerado como una de las mejores armas con que se cuenta, para el analisis de
estructuras de nudos articulados estiticamente indeterminadas. Este método se expone en el
capitulo 5. '

2 Métodos Graficos:

Estos métodos son siempre mas ripidos, mas faciles de aprender y necesitan mucho
menos operacion que los otros métodos. Aunque tienen el defecto de que los valores obtenidos
no poseen la exactitud que nos dan los métodos operativos, si podemos confiar en ellos ya que
nunca estan afectados por errores considerables. El método grafico mas usado para determinar
deformaciones en las estructuras de nudos articulados es el Método de Williot-Mohr, el cual
puede dividirse en 2 fases que son:

1. Diagrama de Williot.
ii. Correccién de Mohr.

La gran ventaja del Método de Williot-Mohr, al determinar corrimientos en los nudos, es
que directarnente obtenemos el corrimiento total del nudo (magnitud, direccién y sentido).

Fl Diagrama de Williot:

Empezaré por decir que este método tiene un valor limitado ya que las deflexiones
obtenidas por su uso son “absolutas”, salvo en el caso de que la construccién grifica se refiera a:

a) Un miembro estructural que permanece fijo en direccion y por lo menos con un extremo
fijo;y
b} Un nudo determinado por la unién de 2 miembros con sus otros extremos fijos.

En el caso de que todos los miembros de la estructura se muevan (girando o
desplazindose) entonces el Diagrama de Williot darh deflexiones “relativas™.

Para poder usar este método, deben primeramente calcularse los esfuerzos en los
miembros de la estructura (tipo y magnitud), luego deben calcularse las deformaciones en cada

re

uno de los miembros debidas al esfuerzo a que esta sometido dicho miembro; as{!

Pu
AE

=4
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Donde:

oo S~ o e=)

Esfuerzo al que esta sometido el miembro.
= Longitud del miembro.
Area de la seccidn transversal del miembro.
= Médulo de Elasticidad del material del miembro.

Son las deformaciones de cada miembro, calculadas en la forma indicada, las que nos

dan el Diagrama de williot.

4.

Como un ejemplo sencillo veamos la estructura de la Fig. 25 que se muestra a

continuacion:

-

) CARESAS L . ) PEreRMACIONES
Figura 2 ;

Ya encontradas las deformaciones en todos los miembros, los pasos a seguir son:

Escoger un punto de origen.

Escoger ¢l miembro apropiado y determinar 1a nueva posicion de uno de sus extremos
determinando su corrimiento (paralelo al miembro).

Ya escogido el miemrbo, suponemos que los puntos de sus extremos estin en el punto
de origen escogido, eso si, “siempre conservando su posicibn relativa” (el de la derecha a
la derecha y el de la izquierda a Ia izquierda).

Ahora ya con los dos extremos del miembro en el origen, vemos si un extremo s¢ acerca
o se aleja del extremo fijo una distancia igual a la deformacibn del miembro { & ).

Ahora debemos considerar si el miembro gira y en caso lo haga, debera trazarse una
perpendicularala flecha que nos muestra el desplazamiento del extremo del miembro

(&)

La interseccién de perpendiculares determina la nueva posicién del punto considerado.

Usando la estructura mostrada antes y siguiendo los pasos enumerados se tiene:
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Af

v 1——-—~~+-\
Este es el Diagrama de Williot

N perteneciente a la estructura de la Fig. 25,
N \\ , el cual se hizo sigusendo el razonamiento
L .
N A 7 indicado enla presemte hoja;
. ! Yot s
N \
N | § L
\\ . e PR N N
. e —7
N - m oz b
\ E / S Lol et ack o2 Ll T
NP4
AP

Asumimos el origen. %1
Suponemos en el origen los puntos 1 y 3.

Conocida la deformacion del miembro 1.3, se tiene que el punto 1 se queda fijoy es 3 el
que se aleja de 1, luego conocemos la posicion deformada del nudo 3 (3’). Notese que en
el miembro 1-3 no hay giro pot lo que solo se considera el desplazamiento en esa
direccion.

Necesitamos ahora conocer la posicion deformada del nude 2, el cual posee
desplazamiento y giro, por lo que se procede asi:

a) Tomamos el miembro 1-2 y aplicamos el mismo razonamiento que se us6 con el
miembro 1-3; ahora bien, como el miembro 1-2 gira alrededor del nudo 1 habrd
que trazarle una perpendicular.

b) Tomamos ahora el miembro 2-3 y le aplicamos el razonamiento usade con 1-2.
c) La interseccidon de perpendiculares determina la nueva posicién del nudo 2 (2°).

La deformacién total de cada nudo de la estructura estard determinado por la distancia
que hay del origen asumido hasta la nueva posicién del nudo (niimeros con primas).

Después de visto lo anterior, es notoria la importancia que tiene el hacer el Diagrama de

Williot a una escala determinada, ya que la tinica manera de obtener los desplazamlentos totales
de cada niido es midiéndolos a escala sobre el mismo diagrama.

En el caso que se tenga una estructura articulada mas compleja, la construccion del

Diagrama de Williot se hace, en esencia, de la manera expuesta con anterioridad (ver el signiente
ejemplo).

EJEMPLO 10:

Sea la estructura mostrada en la Fig. 26 y en la cual ya se dan los valores de deformacion

para cada miembro, calcular los corrimientos de los nudos al aplicar las cargas que producen

dichas deformaciones; las deformaciones estan dadas en cms.
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. 4
] —
N o 22
2 = 0
K-
4% gl 2 9
e XO
V2 T ]
O-A o QQ.,% Qi
A _ o408 - < — oA0E ;
o Y =2
‘, BOoO BOC B L
7 7 7
Figura 26

Como se puede ver, en esta estructura se tiene el caso de “un nudo {(E)) determinado
por la union de dos miembros (E-F y E-G) con sus Otros extremos fijos (F y G)”; esto nos
permite aplicar el Diagrama de Williot a la estructura.

{El Diagrama de Williot esta en la siguiente hoja). Del Diagrama obtenido se midieron a
escala las deformaciones totales de cada nudo, habiéndose obtenido las siguientes:

Nudo = 2 FAO oS,

Nudo B = 4.0895 =m>.

Nudo 4. 100 cme,
Nudo 0.458 M5,
Nudo 0.40%F emo,
Nudo Q e,
Nudo O emS.

Las direcciones y sentidos de estas deformaciones pueden verse en el propio diagrama.

Diagrama de Rotacion de Mohr:

Se dijo que las deflexiones obtenidas con el Diagrama de Williot son “ Absolutas” solo si

hay en la estructura un miembro sin

o tam

|

rotacién y con un extremo fijo,

extremos restantes estan fijos,

, |
| J1
S 2°

bién si se tiene un nudo determinado por la unién de dos miembros cuyos
A,

N

~ = 5]%




G PRISEN, 'y G

DAGRMMMA PE WILLIOT ¢

ESCAL A

! J
A CERMTIMRETED =~ 7
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Ahora bien, en muchas estructuras articuladas no existen tales condiciones, por lo que

las deflexiones obtenidas por medio del Diagrama de Williot serin ‘“relativas™ a una junta o
micmbro que de hecho no esta fija en cuanto a posicion y direccion.

Asi tenemos que el Diagrama de Rotacion o Cotreccion de Mohr consiste en girar la

estructura no deformada de tal forma que sus reacciones sean congruentes con los

desplazamientos de juntas indicados en el Diagrama de Williot, el cual fué construido

suponiendo la no rotacién de un miembro cualquiera. (El Diagrama de Rotacion debe

superponerse sobte el Diagrama de Withot).

Para aclatar el desarrollo del Diagrama de Correccién de Mohr, se enumeran a

continuactén los pasos a seguir en su aplicacion:

a)

Determinar, para todos los miembros de la estructura, las deformaciones debidas a los
esfuerzos a que estan sometidos.

Investigar si la estructura posee algin miembro sin rotacidn y con un extremo fijo o sien
su defecto posee un nudo determinado por la unidn de dos miembros, para los cuales el
extremo restante esti fijo. Si en la estructura considerada se di alguna de las dos
condiciones anteriores entonces bastara aplicar el Diagrama de Williot; peto, s1no se da
ninguna condicibn entonces habra que usar la Correccion de Mohr.

Para aplicar la Correccion de Mohr debe primero suponerse un miembro sin rotacion y
con uno de sus extremos fijos.

Se dibuja el Diagrama de Williot, basado en el miembro supuesto sin rotacién y con un
extremo fijo.

Ya concluido el Diagrama de Williot podemos ver que los desplazamientos indicados

para los nudos no sori congruentes con las restricciones; esto indudablemente se debe al
hecho de que la construccién del Diagrama de Williot se ha basado sobre suposiciones

falsas.

Ahora bien, la Gnica forma como podemos lograr que las restricciones sean congruentes
con los desplazamientos de nudos indicados en Diagrama de Williot, es haciendo girar la
estructura no deformada ya que el Diagrama de ninguna manera se puede girar.

El giro aplicado a la estructura no deformada deber4 ser de 90 grados desde su posicion
original; es este el Diagrama de Rotacién de Mohr, el cual debe siempre estar
superpuesto sobre el Diagrama De Williot. Para la construccién de este Diagrama de
Rotacién de Mohr debe tenerse el cuidado de elegir adecuadamente el punto de rotacion
de la estructura,

La deflexién absoluta de cada nudo seri la distancia entre los nudos de la estructura ya
girada (en el ejemplo con “dobles primas”) y los puntos determinados con el Diagrama
de Williot (en el ejemplo con‘“una prima”).
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A continuacibn se resolvera un ejemplo para ilustrar la aplicacion de Williot-Mohr:
EJEMPLO

Sea la estructura mostrada en la Fig. 27, calcuiar los desplazamientos absolutos de los
nudos al aplicar un sistema de cargas. Para facilitar el trabajo se dan las deformaciones sutridas
por cada miembro, las cuales se supone fueron calculadas con anterioridad;

B

4,
\,‘q\&V
o
&
2D

ad \=
F o 955 cmie K= e GMS
i
|, B> AOS L
7 A ~
Figura 27

Como se puede ver en la figura anterior, la estructura no posee ningun miembro fijo y
ademis todos rotan al sufrir deformacion. Asi pués se asumird, para hacer el Diagrama de
Williot-Mohr, que el miembro A-B no gira.

(El Diagrama de Williot Mohr esta en la siguiente hoja). Las deformaciones medidas en el
Diagrama de Williot-Mohr para cada uno de los miembros de la estructura son:

Nudo A= , o =mMS,
Nude B = . 4840 cwms,
Nudo C = . 4.425 ems.
Nude D= 4,490 ems.
Nude E= . . 4.90% Mm%,

Las direccionés y sentidos de estas deformaciones de cada nudo pueden verse en ¢l
propio diagrama.
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3. Métodos Matrictales:

Sin lugar a dudas, la introduccion de las computadoras digitales en nuestro medio, ha
motivado que el analisis de estructuras se efectiie mediante el uso de métodos matriciales. En la
acrualidad se ha enfatizado en dos métodos,

aj Flexibilidad ¥ bj Rigidez

Dichos mérodos nenen la gran venraja de ser ios mas apropiados para la formulacion de
mattices, ademas representan las teorias mas fundamentales de todas las disponibles.

A lo largo de este capitulo, unicamente se plantera el mérodo de flexibilidad pata
calcular cualquier namerc de desplazamientos de nudo, en cualquier estructura articulada,
debidas a varios sistemas de cargas- '

Hay que hacer notar que para el planteo de estos métodos marriciales sc asume de
antemanao que ya se conoce todo lo relacionado con el tema de Algebra de Matrices.

A continuacién se enumeran los principios basicos de los Métodos Matriciales:

a) Acciones y Desplazamientos: Una accibn es una combinacion de fuerzas o pares o ya sea
una fuerza distribuida. Un desplazamiento es una traslacién o rotacién en alglin punto
de una estructura. ‘

b) Compatibilidad: en un anélisis de estructuras es necesario que se satisfagan no solo las
ecuaciones de equilibrio sino también las condiciones de compatibilidad, las cuales se
refieren a la continurdad de los desplazamientos a lo largo de toda la estructura
(condiciones de geometria).

c) Indeterminacion FEstdtica y Cinemdtica: Debe tomarse en cuenta que cuando las
incognitas en el analisis son las acciones deberd considerarse la indeterminacién estatica,
la cual se refiere a exceso de acciones desconocidas; asi pués, esta indeterminacion puede
ser dc dos tipos: externa e interna. Si las incognitas en el analisis son los desplazamientos
de nudos deberd considerarse la indeterminacion cinematica, la cual se refiere a los
desplazamientos de los nudos en la estructura.

d) Principio de Superposicibn: este puede utilizarse siempre que existan relaciones lineales
entre las acciones y los desplazamientos. En general, el principio dice que los efectos
producidos por varias causas pueden obtenerse combinando los efectos debidos a las
causas individuales.

Método de la Flexibilidad:

Este es un método bastante gencral que esta basado en la determinacién de acciones y
desplazamientos debidos a la aplicacion de valores unitarios en la estructura, valiéndose del
principio de superposicion.
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Este método puede aplicarse a cualquier tipo de estructura no importando su grado de
complejidad; ademas, su utilidad es muy grande si se analizan manualmente estructuras con un
grado de indeterminacion estitica BAJOy un ALTO grado de indeterminacion cinematica.

Esencialmente el método consiste en dos partes que Son:
a) Analisis estatico y b) Operaciones matriciales.
Aunque lo que interesa en este trabajo es el estudio de las estructuras articuladas, es
también conveniente conocer la notacién y las ecuaciones fundamentales para el Método de
Flexibilidad. A continuacién dnicamente s¢ resumen dichas ecuaciones, considerando que sise

desea profundizar en ellas habré que auxiliarse con un libro especializado en la materia. Las
ecuaciones son:

i D= FA;

Donde,

D = Matriz de desplazamientos.
F = Matriz de flexibilidad.

A = Matriz de acciones.

il DQ=DQL+FQ,

Donde,

D = Desplazamiento en estructura real correspondientes a las redundantes.

Do ~ Desplazamientos en la estructura libre correspondientes 2 las redundantes y
debidos a las cargas.

F = Desplazamientos en la estructura libre correspondiente a las redundantes ¥
debidos a valores unitarios de las redundantes.

Q = Acciones redundantes desconocidas.

Donde,

Dy = Desplazamientos de nudo en la estructura real.

Dyp = Desplazamientos de nudo en la estructura Jibre debidos a las cargas.

Djq ~ Desplazamientos de nudo en la estructura libre debidos a valores unitarios de las
redundantes.

iv. AM = AML + AMQ Qs

Donde,

Ay ™ Acciones en los extremos de los miembros en la estructura real.

A = Acciones en los extremos de los miembros en la estructura real debidos a las

cargas.

A
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AMQ = Acciones en los extremos de los miembzros en la estructura real debidos a valores
unitartos de las redundantes

v Ag = App " ARQW

Donde,

Ap = Reacciones en la estructura real,

ApL = Reacciones en la estructura hibre debidas a las cargas.

Apg ~ Reacciones en la estructura iibre debidas a valores unitarios de las redundantes.

Aplicacion del Mérodo de Texibilidad a las Estructuras Articuladas:

A continnacion se decide un plantec para sistematizar el calculo de
DESPLAZAMIENTOS de nudos en estructuras de nudos articulados. Se basara tal planteo en el
Mérodo del Trabajo Virtual ya que éste se puede usar para calcular desplazamientos producidos
por cargas sobre la estructora, asi tambuién como los producidos por cambios de temperatura y
otros efectos. : '

En el Tribajo Virtual se consideran 2 sistemas de cargas:

A) Sistema de cargas reales, temperatura, ete.

B) Estructura sujeta a carga unitana carrespondiente a desplazamientos deseados en
gstructura real,

El Trabajo Virtual nos lleva a lo siguiente:

| e Mm Tt N o
PN NN [ . NP RIS dx
XA = qg BT M e T AG f
b - - N et \.—-——v"-""‘ \-—-—"'W“'—,—/
Delckma D.[‘—nr.ma'nfw De%gtwo\giollﬂ De%.ogmc-'\oﬂ Deemwﬁdo‘”

@S P poe cacafe pov Rlexion. po¢ Yowsidn.  por cocte.
'}ﬂ\a 0.;(?&\. :

Para la ecuacidn anterior se tiene que Jos términos N, M, T 'y V son debidos a las cargas
reales sobre la estructura mientras que n, m, t y v son debidos a la carga unitaria aplicada sobre
la estructura en el punto donde se busca la deformacion total.

Ahora bien, cuando en el analisis de estructuras estamos calculando los desplazamientos,
haciendo uso de ecuaciones matriciales y ademés aplicando el Método del Trabajo Virtual, es
necesario que la estructura esté unicamente sujeta a cargas sobre los nudos; esto se logra
transformando las cargas sobre los miembros en cargas equivalentes de nudo.
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Como sabemos, el motivo de este trabajo son las Estructuras de Nudos Articulados, por
lo que lo expuesto antes podemos simplificario ain mas, recordandonos unicamente que este
tipo de estructuras solamente esta afectado por cargas axiales; luego:

A:J%O\X > sea

N M
A"‘Z—_ AE L

Donde, ‘

A - Desplazamiento a calcular.

N = Carga axial en cada miembro debida a ias cargas reales.

n = axial en cada miembro debida a carga unitaria aplicada donde calculamosd\ |
AE = Rigidez axial del miembro.

L = Longitud del miembro.

En cuanto a los signos tenemos;
Nya = son positivos si estan a tensién v son negafives siestana compresion.

Ay Carga unitaria = son positivos si tienen la misma direccién que los ejes cocrdenados
utilizados para la estructura.

A continuacién se expresara la ecuacion anterior, pero en términos de acciones de
extremo; debe recordarse que para una estructura de nudos- articulados solo pueden haber dos
acciones de extremo que son las cargas axiales en cada extremo. La ecuacién queda asi:

ANAn
A=) ke b

Donde:
A = Desplazamiento a calcular.

A = Accibn de extremo causada por las cargas reales en el extremo k del miembro jk.
N p g ]
A, = Accibn de extremo, causada por carga unitaria aplicada en punto donde

buscamos &, en extremo k del miembro J-k. :
AE = Rigidez axial del miembro.

L = Longitud de! miembro.
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En la Fig. 28 se muestran dos sistemas de ejes; los ejes X, Y y Z que son orientados con
la estructura y también los ejes Xik, Yik ¥ Zix los cuales estan asociados a un miembro en

particular. Los ejes de miembro siempre tendran su origen en el extremo j del miembro.

TR AT

E o AME A

e Ppmn

—

Figura 28

Hay que hacer notar que las acciones de extremo a considerar seran siempre las del
extremo k. :

a

En resumén, tenemos ya una ecuaciébn para determinar desplazamientos en estructura
articuladas, la cual esti expresada en términos de acciones de extremo,

An An
A == L

Falta pués, unicamente, introducir la flexibilidad de miembro (F);). Esta se define como

el desplazamiento del extremo del miembro causado por una fuerza axial unitaria. Asi que:

FN\ =—P-L_—- 9 Fero P=.4

AE L
» Fmeae
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s

De Lo anterior podemos poner:

sy Lo A

A =7 Asbn g ceotdenandd)

A #Z_ A Fﬂ\ AH

y para una forma matricial:

_[5 = E\:T'-\E;'AN

Donde:

—T . ,

A, = Transpuesta del vector columna formado por las acciones de extremo A, debidas
a la carga unitaria.

mp—— ’

Ay = Vector columna formado por las acciones de extremo Ay debidas a las cargas
reales. ' |

B

Fyg = Matriz diagonal de flexibilidades que contiene las flexibilidades de los miembros

a lo largo de su diagonal principal.

1

[11 "

Suponiendo que la estructura articulada posee “m’ miembros y que es necesario calcular
“n™ desplazamientos los cuales son producidos por “p” sistemas de carga; las matrices anteriores
tendran las formas siguientes:

D; es de orden “nxp”,
r' =
P Va7 q?

— o R = RP = Desplazamientos (de 1 2 n) para cada
D= G R

sisterna de carga (de 1 2 p).

Do P
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A'n : es de orden “mxn”’,

r ———

An, An, .. A ‘
L} 12 ™ = A »  ==Es la accion de extremo en miembros (de
e AWQ‘ A“qﬂ_ « An ™M 1 a m), causada por carga unitaria
A = ; ™ colocada en el punto en que buscamos el
N - desplazamiento (de 1 a n).
sz Arn A
L 1 me, n_|

F M ©S de orden “mxm”,
P N - ==> o = Deformacion en cada miembro al
Lo & : " aplicarsele una carga unitaria (para m
' — e : :
— T @ ; miembros).
My i :
o o
b : i
S
Ay @ es de orden “mxp”,
r’i\nﬂ“ L\er S AN = A,, =Es la accibén de extremo en miembros (de
A A ? ™f 1 a m) causada por cada sistema de cargag
- N E
_ 2t N, AN‘LP (de 1 a p) sobre la estructura.

AN AI:\?_ A';an

Luego de todo lo expuesto anteriormente, tenemos que para calcular cualquier ntmero
de desplazamientos de nudo, en cualquier estructura articulada, debido a varios sistemas de
cargas basta con utilizar la ecuacion matricial definida con anterioridad,

—_ t” ——
D= A LT, AN

Para aclarar cualquier duda de lo expuesto anteriormente se plantea el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 12:

Sea la estructura articulada mostrada en la Figura. 30, la cual estd sujeta a dos sistemas
de carga (P; y Py); calcular los desplazamientos del nudo A (Horizontal y Vertical) y del nudo C

(Herizontal)..



ﬁ/ [ i
< Pra ——f AR = C@ONSTANTR
Ty
j z
— =
Figura 30
Solucion:
a) Longitudes de miembros y ejes asurridos,
|
|
<— = = A
x R ¢
7 - ;
T2 N v
{ r\_r\’b Y

b) Sistemas de Cargas,

c) Desplazamientos a calcular y numeracion de miembros,




77

d) Matriz de Flexibilidad: para este caso en particular se trata de una matriz de orden 5x5 y
en la diagonal tiene las deformaciones para cada miembro sometido a una carga unitaria.

122 0 0 0 0]
—— 0 0.5 0 o - 0
Fa = Lle o 1z o o
Al 0 0 0 1 0
| 0 ) 0 0 1
e) Matriz A—}E: Esta formada por acciones de extremo debidas a los dos sistemas de carga;

para este ejempio es de orden 5x2. Asi tenemos,

1) Para el primer sistema i)  Para el segundo sistema de
de cargas: 1 ) de cargas: ?a\)
AN11 = — 2.24 Py Anl12 = 0
An21 = — 1002, Ang22= 0
AN3) = — 2.24P, An32 = + 1127,
AN41 = + 2.00 P, An42 = + 1.OOP,
AnS51 = + 2,00 P4 AN532 = + 1.00 P?,,
Luega:
[ 2.24p, 0 7
~ 1.00 P, 0
A —=| - 2247, +1.12 P,
N + 2.00 Py + 1.00 P,
| + 2,009, + 1.00 By
f) Matriz A_: Esti formada por las acciones de extremos debidas a cargas unitarias
correspondientes a los desplazamientos deseados; para nuestro ejemplo es de orden 5x3.

Asi que,
i. Para carga unitaria correspondiente a Dy:

Apgp = O
A = 0
AL 4 = A nzt
4 An31 = 0
An41 = + 100
An51 = 4+ 1.00
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4, Para carga unitaria corres ondiente a Dot
2

o~
iz
i Para carga unitaria correspondiente a D3t

'Y

—A

0
0
1.12
0
0
y su transpuesta,
N o o 0
A'ﬂ —1- 2.24 0 - 224 ... 2
0 0 1.12
g Forma de la matriz de desplazamientos:
Dy Di 2—-1
D = Dy P

Byg = — 224
Ay =0
Apay = — 224
Apgng = 200
Aysy =+ 2:00
Apz =0
Anzy T J
Aggy = 412
Aggr = O
Agsy = Y

1

2

0

Para la cual se tiene que DnP indica:

n= LUgar del desplazamiento.

p = Sistema de carga.
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De la igualdad matricial anterior tenemos:

Efectuando el producto de matrices:

Dy | F) o 0
}

Dyy | = in2.24 0 —2.24
Dy | Lo o 112
(3x2)

Ds, L 0 0
(3% 2
Dy, [~ 4p,
_ L
Dyy| = 19%P
D32 l, L— 2.80 Pl
(3x2)

Dsq = — 2.80 Py L/AE
&

D3, == 1.4 P, L/AE

1 1 1
2 2 ° L {0
AE
Q 0O 0
.
(3x5){0
0
0 1
-~ 251 2
125 0
—
2P,
l.]9P2
(3x2)

(3x5)

79

o o 01[-224p 0 |

i

6 0 0
1120 0
0 1 0
0o 0 1

(5x

[ 224p,
- Py
— 224 Py

2. Py
| 2P

Ny SR S

o |
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Observaciones:
1. Como se ve, cada desplazamientc posee dos snbindices, los coales mgnitican:
i £l primero indica el desplazamients & que nos referumos. '
. El segundo indica el sistema de carga que .0 Proctce.
2. Es de suma importancia ¢ darie una notacien sdecnada tante 1 lof THEMbBINS COMC 1108

nidos de la estructura.

Método de la Rigidez:

Este métode es muy similar ai e Fiex:bilidad, en lo que a5
se refiere ya que también se ieva a cape mediante Algebra mmatricial; scemas ymbcs meroccs
hacen uso del principio de superposicion.

Ahora bien, en ¢ Método de Rigides ss siene 3ue Las incognitas son los despiazamientas
‘de nudc; luego, para las estructuras setionladas o8 desplizamiznios de aude son Zemastades le
cual nos viene a determinar un gragc muy Jlto en tUanco & IndEErmInggIn CINEMatics. -2

anterior nos lleva a concluir que iz aplicision del Metoce de la Rugidez i La8 €STUCTArAl
articuladas es pocc eficiente, maxime si se (rata de aplicar a mano @ s S5 ol o de unz

calculadora.

Censiderc conveniente sefialar gue si se desea estudiar a fonde estz metodo, “sbra que
recurrir a otras tésis que ya lo han tratado ¥ las cuales se mencionan s .2 bibliogratia.

4. Métpdos programados:

En relacibn a este tema unicamente se mencicna que scn tos métodos matriciales los que
dan origen a la programacion de compuradoras. C

Si se quiere analizar una estructura que posee un alto grado de indeterminacion, fanto
estatica como cinematica, estamos ante ull caso cuya resolucidn a mano seria muy laboriosa ¥
hasta cierto punto complicada. El fnico camino a seguir es unlizar un programa de
computadora.

En las tésis mencionadas en la bibliograffa aparecen algunos programas aplicables a
estructuras de nudos articulados.
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CAPITULO V:

Anilisis de Estructuras de Nudos Articulados Estaticamente Indeterminadas.
Después de que en el capitulo anterior se consideré todo lo relacionado con
desplazamientos de nudos en una estructura estaticamente determinada, lo que quedaria por

exponet es la forma de enfocar las estructuras estaticamente indeterminadas.

Cabe recordar algunos conceptos sobre indeterminacién:

1. Estructura Estaticamente Indeterminada: es toda estructura a la cual no se le pueden
determinar sus componentes de reaccion mediante el uso de las 3 ecuaciones de la
estatica.

2. Indeterminacion Interna: sucede cuando en una estructura si se pueden determinar las

componentes de reaccion, pero por otro lado se tiene que las 3 ecuaciones de equilibrio
estatico son insuficientes para determinar los esfuerzos en los miembros de dicha
estructura. |

3. Indeterminacidén Externa: sucede cuando en un estructura no podemos determinar las
componentes de reaccién con el uso de las 3 ecuaciones de la estitica.

4, Indeterminacidén Total: esti determinada por el grado de indeterminacion interna y
externa de la estructura. Para determinar el grado de indeterminacion total puede usarse
la ecuacion discutida en el segundo capitulo:

2j= b + rDonde; j = niimero de nudos.
b = niimero de barras.
niimero de reacciones desconocidas.

(]
il

Es conveniente hacer notar que al determinar el grado de indeterminacion de la
estructura, debe ademas chequearse por simple inspeccidn, ya que la ecuacién anterior puede en
algunos casos cumplirse y sin embargo estar ante una estructura estaticamente indeterminada,

A continuacibén se desarrollan los métodos mas versitiles conocidos hasta hoy para el
analisis de estructuras de nudos articulados estaticamente indeterminadas. El planteamiento de
dichos métodos se hari esencialmente mediante el planteo de algunos ejemplos.

1. Método General:

En la aplicacion de este método se suprimen los esfuerzos y/o componentes de reaccion
redundantes, con lo cual se reduce la estructura a una condicion de determinacién y estabilidad.



El concepto anterior nos permite suprimir cualquier condicién de componentes de
ssfuerzcs y/c reacciones redundantes, escribiendo para el efecto una ecuacién de condicion de
deflexién para cada punto de aplicacién de una componente de esfuerzo o reaccion redundante.
En cada ecuacion se tendri que el miembro de la izquierda es unma suma de todas las
ccmponentes de  deflexién que son causadas por todas ias cargas reales y las componentes
redundantes de esfuerzos o reacciones que actian sobre la estructura. El miembro de la derecha
:s 'a suma de estas componentes de deflexion (generalmente es cero).

~a resolucién simultinea de las ecuaciones anteriores darin las magnitudes y sentidos de
las componentes redundantes de esfuerzos y/o reaccions

A continuacion se desarrollan algunos ejemplos para aclarar la aplicacion del Método

General.
EJEMPLO No. 13: {Indeterminacion externa)

Sea la estructura de nudos articulados de la Fig. 31, calcular las reacciones en los
apoyos:
v ° ° - ® 7z
4+ a L e L Lo Ln &

2L e §

4 ,
/|§
400 400 400

4 4

Lo

Figura 31

Area de los miembros:

i) Cordbn Inferior = 32.26 cm?
2

£ = 2100 ToN /fepn?®

i) Cordon superior = 38.71 ¢m P= ABA Ton
iii) Diagonales y verticales = 25.81 em? .
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Calculo de reacciones:

7

F P r F r 7
i = ':'

R ok 3 ) ) 7@75 ,
TE"A TRE Re

>

Zﬁo&=o => Zno& -ZF = 2% 454
7 2 ZHQ& = QI.OB TDH

< o

=F, ~O=> RavRe+Bc = GP =Gx4.54
de EATE&"T’ Ec, = 27‘2_4 -\_ON ‘@

ZMP“-"*O = ‘F (E.\) Ea, Ec.) = O @

As{ que tenemos solo 2 ecuaciones con 3 incognitas, por lo que la estructura es indeterminada de
ler grado. Si asumimos como redundante a Ry tenemos que proceder como sigue:

i) Determinar la deflexién total del nudo B al suprimir el apoyo:

gl
) “xe

Ag =
Determinar la deflexion unitaria en B en el sentido de Ry aplicando una carga unitaria:
4
& - AE

ii)
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iii) En el apoyo B se debe tener una reaccion ce magnitud suticiente gara evitar cualquier
deflexidn vertical del nude B. Esto se verifica si:

ga‘ !25 = O

Ya con la estructura modificada {determinada y estabie}, tenemos:

a) Determinacion de esfuerzos en los miembros debidos & las cargas reales [ [ 1
2z7 4.54 454 454 54 14 2Z7
\L" . - 7 \j/— ST TA N SarT s \. ~
o8 N\, 08 2027 ACZT S -ITZA N RITEa Ny D v
/” X ‘? .f"? SN : - ;\\ ~ 1‘:
~ . : I S P I ~
N & 0 < T o7 S 2 L Ne N
D H o S N
yd V227 *722.7] | ez L ETA N L S B Ty .
—_— _ _____ - S
aAc8ToN ——— T %
AZ.A8Ton. Mo TON.
b} Determinacién de esfuerzos en los miembros debidos a la carga unirara en of sentidc

de AB%}

e = AR
b
g@ (o)
NI \ 0
J
rO.66 T

Toeel +Z2.000 | tZOC + 06T TC.&0T
c) Determinar los esfuerzos en los miembros debidos a la carga unitaria en el sentido de Ry
LA

* Todos los /{ = — /( pero en vista que este /4{ | » ROS sirve para calcular un /( 12

podrin ut]hzarse las mismos valores th/(( ya que el resultado siempre serd positivo.

s
A

¢

R
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d) Haciendo una tabulacién de los resuttados, la cual aparece - en esta hoja, resulta:
Ag - gB‘ ﬁe, = O
A\5 = é& ‘ RE
o BEo _ DNy '

A— e ——

Se

R& —1 Z.2387 e R3=4?4585 —I;N

213263
| . Y = Z.
' Miembro Longitud Area = /‘( D/«_‘;—_ /‘5( { l_
: {cms remsTY ey (TOH-\) AE AL
em 400 18,71 - S8 0 D i
dra 400 1871 — 307 - 1333 + 0.1985 + 0.0087
ep 400 38.71 - 377 ~ 1,333 + 0.1985 + $.0087
£s 400 18,71 - 7.2 - 1,333 + 0.1787 + 0.0087
gt 400 38.71 - 2124 - 1.333 + 0.1787 + 0.0087
h-w 400 3871 0 0 0 0
am 300 25.81 - 2.27 0 J 0
mn 500 25.81 -~ 17.03 — 0.833 + 01309 + 0,0064
N 300 25.31 -0 0 a 0
fi-o 500 75.81 + 948 + 0.833 + 0.0727 + 0.0064
op 300 25.81 — 454 0 0 |
¢ Pq 300 25.81 - 139 - 0.833 + 0.0145 + 0.0064
ar 300 15.81 0 + 1.000 0 + 0.0055
rs 500 25,81 - 3568 - 0,833 + 0.0436 + 0.0064
Cost 300 38,81 — 4,54 0 0 0
Pt 500 25.81 + 13.25 + 0.833 +0.1018 + 0.0064
[— 300 25.81 0 0 0 0
W 500 25,81 - 2082 - 0.833 + 0.1600 + 0.0064
Wi 300 25.81 - 227 0 0 0
mrk 400 32.26 + 22.71 + 0.667 +70.0894 + 0.0026
Nk 400 32.26 + 227 + 0.667 + 0.0894 + 0.0026
&k 400 3226 + 31,79 + 2000 + (.3754 + 0.0236
b 400 32.26 =+ 31.79 +2.000 + 0.3754 + 0.0236
wj 400 32.26 + 16.65 + 0.667 + 0.0656 + 0.0026
vj 400 32.26 + 16.65 + 0.667 + 0.0656 + 0.0026
= + 23387 + 0.1363

;____\,'_ i — -
Mg Sa



Ya con los caleulos anteriores podemos determinar las reacciones, asi:
< £
s+ Fe + Eco = 2724 T

“
= REe = 4746 Ten

Ta+ Be = A0.08 Ton.

Jor ona suma de momentos,

== \.;'\\ PR

| ~
g ;{.43)_& :;gc_),\ Z4j _(q_og )(‘5)— B54(4+6+Az+46 —l—Z.D)j

—(z23rza) =0
3 Be = 27.24 +232.40+54 48— 205. 92
o 4 =2

148,20
24

Be = G-/’B ToN.
e @
2

EC.Z

A\ = ADo0B — & 1B

o Ba = 2.90 Ton.

Como resumen tenemos que las reacciones de la estructura son:

EAHOE = .08 Ton (= N ‘lactuie.cd.a\
EAVEE. = 3610 -BN (\/\dc'lo. o\t(f'.ack\

EE. Jep. = AT AG Ten (\AG\CTO\ Mct\lacx)

EGUE?_ = &8 TN (bmc.fa a\r(taboxs

Y¥a con las reacciones anteriores podemos calcular los esfuerzos en los miembros de la
estructura, utilizando para el efecto cualquiera de los métodos propuestos en el capitulo 3; asi
se tiene:
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"

{%__

%

<

o

<

<__, .
el

e ~ P

EJEMPLO No. 14: (indeterminacion Interna)

Sea la estructura articulada mostrada en la Fig. 32; determinar el esfuerzo en el miembro
3-4 cuando a la estructura se le aplican las cargas mostradas.

4

AN - A=Z20 cm*
g E = 2400 To)em®
Ra N 8
Hox y 7 S P
e é;y : = = .-
NGO
/F \{OTDY\ \/\OTOH &

VERT
VEKT,

|, soeo & oo eco |
71 A 7

d
Por inspeccion se ve que la estructura es estiticamente indeterminada (internamente) de

ler grado.

Para lograr una condicién de estabilidad y determinacién en la estructura, escogemos
arbitrariamente un miembro redundante. En nuestro caso escogemos el miembro 3-4 ya que asi

obtenemos directamente la respuesta.
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a) Calculo de las reacciones:::
- ' —_ — . "—5
Z Fﬁcg = C: = LR =
-0 K.
- o
ZM& =—‘c ™ :;_: (-.:’;.:_.’.— Ve :_—1:—
T -
s = D T
E : = R :-_—--—- - {7
T VER R S—= e = R o
£
b La nueva estructura va moditficads es: -
_ =
1-g & 7 L
A 4 S A -
RN
FAN - N g 1=
P A . EA

ATTON AOTON

2

esfuerzo en cada miembro causado por el par de fuerzas ficticias unirarias de tension,
esfuerzo en cualquier miembro debido a cargas reales.

W

Debera cumplirse que:

Ag-q + 53-4’T = O

c) Valores de &

A
A 1000 j/-MaOo B+A0.00 7@?
T L F

A0T. ADTOM, AO TON, AOT



b) Valores de /( :

i —-odo7_ 4 g
, ; .
™ q :
) ,’1(1 ! ‘
it :
zf/ = o T g
P Pty A .
2 2 o7& Z*/%W

Tabulando los valores anteriores:

Miembro | Longit. S A 2 L
(cms) ( Ton ) { Ton } /J(S L /6(

1-3 600 + 10.00 0 0 0
2-3 600 + 10.00 — 0.707 — 4242 + 299.9
2-4 600 — 10.00 — 0.707 + 4242 + 299.9
3-5 600 + 10.00 — 0.707 — 4242 + 299.9
4-5 600 + 10.00 — 0.707 — 4242 + 299.9
5-6 600 + 10.00 0 0 0
1-2 849 — 14.14 0 0 0
2.5 849 0 +1.000 | o + 849.0
3-4 849 0 + 1.000 0 + 849.0
4-6 849 — 14.14 0 0 0

> =] — 8484 + 2897.6

» ¥ A W -~

' Luego; AS-Q g-g,-q

S3-4' | = — A o-q

_ —(-8484)
2897.G

ee = 2.9 2 TVon.
Asi que, el miembro 3-4 esta afectado por una fuerza de tensién de 2.93 Ton.

*
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EJEMPLO No. 15: (Indeterminacion extema e interna)

Sea la estructura mostrada en la Fig. 33; explicar el procedimiento a seguir para
determinar los esfuerzos en los miembros 3-4 £ 4-7y ademas la reaccion en el apoyo B:

P P P

S S

_ e A 5.
L ,“\A > e ! "ﬁfc
RA /n\ﬁs /“\Rc
Figura 33.

Si tomamos como redundantes los miembros 34 ¢ 47 y la reaccién en B (Rp),

enemaos:
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esfuerzos en los miembros debidos a la aplicacion de “a”

7
Il

Esfuerzos en los miembros debidos a la aplicacion de las cargas reales, Fq,

0y

F, 75__4 Rp.
Luego:
Cada ecuacién sera de la forma: Z " (Funcién {P, F{, Fy, Rp)) = O

o z Funcion (P, Fy, Fy, Rg) =0 —{I)
2_Funcién (P, Fy, Fo, Rp))) =0 —x(ll)
2 Funcién (P, F{, F5, Rp) =0 —{III)
¢+ 3 ecuaciones con 3 incognitas.
Observacion:

El planteamiento anterior nos lleva a determinar que en la solucion para el ejemplo 13,
pudo haberse procedido asi:

R e C

Donde
f = esfuerzos en los miembros, debidos a la aplicacion de una fuerza F arbitraria en
B.
S - esfuerzos en los miembros, debidos a las cargas sobre la estructura (P % Rp)

Como se ve, en este planteo se considera a Ry como una fuerza externa sobre la
estructura. El ejemplo 14 también pudo trabajarse de la siguiente manera:

a) Si en el anélisis se considera también el miembro redundante:
o
Z>‘5-4 T= Z f S Ae
b) Si no se considera el miembro redundante: '

|
Parg T=ZFS Rg o Asy=Ssy

IRTRDEAS =
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Donde:
-r- = esfuerzos debidos a la aplicacion de T.
S = esfuerzos debidos a la aplicacién de P % T.

2. Método del Trabajo . Minimo:

Este también es conocido como el Segundo Teorema de Castigliano o como el Método
de Menabrea. Es un método muy efectivo para el anilisis de estructuras articuladas
estaticamente indeterminadas, apesar de que no puede usarse para determinar esfuerzos
causados por errores de fabricacién, cambios de temperatura o asentamientos de apoyo.

El Segundo Teorema de Castigliano Puede enunciarse asf:

“En una estructura indeterminada cargada, los valores de las redundantes serdn tales que
hagan un minimo a la energia de deformacién interna elastica total; esta energia resulta
de la aplicacion de un sistema dado de cargas”.

A continuacién se hace una deduccién simple del enunciado anterior: Sea una estructura
articulada,
A 4

¥

ol

Esta es una estructura estaticamente indeterminada, ya que:

Si de la estructura anterior tomamos el miembro 2-5, tenemos:

El alargamiento de la barca sera;

SL

S5 = ';"E'
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Donde:

S = esfuerzo delsido a P.

L = longitud del miembro.

A = area de seccion transversal del miembro.
E = modulo de elasticidad.

Por otro lado sabemas que para tener una estructura determinada y estable, basta que en
lugar del miembro 2-5, hagamos una substitucién como la mostrada;

4

La estructura es ya estable y determinada.

Ahora recordemos que A2 ? AS podemos calcularlos aplicando el Primer Teorema
de Castigliano, asi;

Az = BWI

ol=

#
W
As = BT-,—'

Ny = energia interna total de la formacion eldstica en la estructura, bajo la accion de
las cargas externas (P, T, ¢ Tg), con la barra 2-5 suprimida.

Por simple insf)eccién se puede notar que A 5 es negativa, ya que Tg es opuesta al
sentido de la deflexion del nudo 5 alo largo del miembro 2-5, luego:

B\N| éwl
2 As = ==
A i 6_‘—2_ BTS'




Logicamente, la deformacién elistica del miembro 2-5 sers de igual magnitud que A 2
+ AS ya que esta s¢ extiende entre los nudos 2 5, asi que:

M SL O @

Como se dijo anteriormente, Wq no incluye la energfa interna de deformacion del
miembro 2-5. Ahora bien, dicha energia para el miembro 2-5 es la siguiente;

lcwz-s _Su
2% ) <2AE = -A-—E

De lo anterior tenemos que la ecuacion (I) significa lo siguiente:

— = energia interna de deformacibn sin incluir el miembro 2-5

| energla interna de deformacion para el miembro 2-5.

Donde,
W = energla interna total de deformacion para la estructura mostrada (incluye

miembro 2-5).

Es esta ultima expresion la que viene a justificar la definicibn dada para el Segundo
Teorema de Cast1gh1ano Para estructuras de nudos artlculados se tiene,

A= Z%(bs AE"O
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EJEMPLO 16:

Sea la estructura articulada mostrada en la Figura 35, determinar el esfuerzo a que esta
sometido el miembro A-D;

|+

N = B Ton.

.00

Azemt

)

Eaconat.

(2400 -%MZ)
Figura85 :

Como se ve, la estructura es estaticamente indeterminada por lo que la hacemos
determinada y estable de la siguiente forma,

A

= 5 Ton La ecuacidn de condicibn:
T ow W) L =
\\\ aT_ZS.(S'-f‘ AE_O

{“E” se puede omitir por ser constante).

Los valores de & son:

AR = + (4448 + T)

AC = — (410 + 4.‘-}8—‘[‘)
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Tabulando:
L L ™~ 2 s L
- ong ‘Area_ . — ‘. o .
Miembro (cms; ‘cms”! ! S— 2% — LT A
AB 671 7 i 118+ T 1 + 1.00 + 1071.68+95.86 T |
i : ;
AC 600 ¢ 10 S 0-178T 1 - 178 1+ 106800 + 190.10°T
: i i
AD 671 12 LT Co+ Lo +5592T
= =+ 2139.68 + 341.88°T
P
Cemo sabemos,
E S " é ™ '=" = -
ST A
243,68 + 24428 5, =
&
i T _ 2 A @ B
244,88

T a2 26 T

Del resultado anterior deducimos que el miembro A—D estd sujeto a una compresion de
6.26 Ton. Hay que hacer ver, que de la misma manera se procede cuando hay un caso de
indeterminacion interna.

3. Método de la Flexibilidad:

Para poder analizar estructuras estaticamente indeterminadas bastara con aplicar a las
ecuaciones fundamentales del Método de la Flexibilidad la ecuacion mostrada a continuacién, la
cual fué deducida en el capitulo anterior;

AT A
D=Aj M AN

(Es conveniente hacer ver que esta ecuacion también se escribe mas comunmente en otra
forma, en la cual lo Ginico diferente es lanotacién ya que cada matriz tiene igual significado,

D= Agy' I'mAmL )
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La aplicacidén anterior nos dard un metodo muy sistematica para resolver las estructuras
estaticamente indeterminadas.

Primeramente habra que hacernotar que cuando se usan las ecuaciones fundamentales
del Método de la Flexibilidad, las cargas reales en la estructura se reemplazan por cargas de nudo
combinadas {estas son cargas que actiian sobre el miembro transformadas en cargas equivalentes
de nudo sumadas a las cargas que actian sobre ¢l propic nudo).

Supongamos pues que las ecuaciones fundamencales se refieren a la estructura con cargas
combinadas. Ademdis. habrd que hacer ver que las “acciones de extremo” y las “redundantes”
que concuerdan con dicnas acciones de extremo no son iguales en la estructura con cargas reales
y en la estructura con cargas combinadas. Luego, en las ecuaciones fundamentales hay que hacer
la siguiente modificacion:

AM AML * AMQ Q va encontrados los valores de las acciones de extremo {para la

estructura con cargas combinadas!, deben ser sumados a las correspondlentes acciones de
extremo en la estructura u_m para asi obtener las ACCIONES DE EXTREMO DEBIDAS A LAS
CARGAS REALES. Lo antezior puece expresarse as:;

Dende A R
’_ﬂ\ i . .

\AM)A = Accicnes de extremo en ia estructura real.
—\ . .
(AM%: Acciones de extremo en la estructura tija.

— —
En cuanto a las reacciones (Ag ) v los desplazamientos de nudo (Dy), tenemos que son

los mismos para cargas reales como para las cargas combinadas. Ahora bién, las redundantes (Q)
seran validas para las cargas reales dependiendo de:

iR Una redundante que es una reaccidn para la estructura, sera vilida.
1. Una redundante que es una accién de extremo de miembrao, debera tratarse como las
R .

acciones de extremo Apge
El orden a seguir al resolver una estructura estaticamente indeterminada es el siguiente:

R vy N . — —— _—.
Primeramente contamos con la ecuacion matricial DQ = DQL + F Q, la cual nos da las

redundantes C_Q-, ya con los valores de las redundantes podemos determinar Ay, AR &
Py
J

A continuacidn se considera como las matrices de las ecuaciones anteriores pueden ser

calculadas, con la ayuda de las ecuaciones de desplazamiento derivadas del métedodela
carga unitaria. Es de aqui de donde se obtiene el método sistematico para analizar estructuras
estaticamente indeterminadas.
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Empezaremos por recordar la ecuacion de desplazamiento derivada del método de la
carga unitaria:
MU ‘M “ML

A continuacidén se expresa cada una de las ecuaciones fundamentales del Método de
Flexibilidad, partiendo unicamente de la ecuacion anterior:

L En E}E =DqL + F Q se tiene que ESQL representa los desplazamientos en estructura

libre orrespondientes a las redundantes y debidos a cargas de nudo combinadas. Luego,
DL suede calcularse con la expresion:

‘_ T_
D= Ay~ FmAML

— ——— A —
Recordemos por otra parte que tenemos la expresibn Ay = Apyp, + Ay QPara la cual
Aviq @ 'a matriz de acciones de extremos de miembros en la extructura libre debidas a valores
gnitarios de las redundantes: Luego
— ——
AMU = AMQ
. p— N B
Ahora, tenemos aque la matriz Apgp representa las acciones de extremo debidas a las
. L
cargas que causan los desplazamientos; de donde, para el caso de los desplazamientos Dy, la
f . - A "
matriz Apqp, esta formada por las acciones de extremo de miembro en la estructura libre debidas

a las cargas combinadas. En conclusion,
—— —m—— T——. h—
Dor=BmQ IMAML =7 PQL

. —

Para calcular la matriz de Flexibilidad de la estructura (F), tenemos que esta formada
por desplazamientos en la estructura libre correspondientes a las redundantes, y también
causados por valores unitarios de las redundantes; pueden ser determinados a partir de,

ap——

-———T——l———hﬂ
D=Apmy FumAML

En la ecuacién anterior es necesario cambiar Aygry por Apq Y2 que las cargas unitarias

son valores unitarios de las redundantes; ademis como las cargas que causan los desplazamientos
son también valores unitarios de las redundantes se tiene que Api= KMQ; asi que,

——
Ahora, como la matriz D¢, se conoce por las condiciones de la estructura, estamos ya en
disposicién de determinar las redundantes:

ratt B, T AR
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il. Procedemos ahora a calcular las acciones de extremo de miembro, para lo cual usamos:

En dicha ecuacién ya se conocen todas las matrices que determinan a AM'por lo que
solo tenemos que operar.

e—

iii. Para determinar las reacciones A, contamos con la expresion:
R

Ag = ArL ¥ ARQQ
De estas matrices nos falta determinar Apy & ARQ las cuales significan:

Acciones en estructura libre debidas a cargas combinadas.

>
o
=

1]

It

Acciones en estructura libre debidas a valores unitarios.

Para determinar dichas matrices se hace necesario un analisis estarico de la estructura
libte para cada caso.

. . R R —— -
v, Falta unicamente por determinar los desplazamientos de nudo Dy, contandose con la
ecuacion,

By=Dy. +Dje?

Para poder resolver la igualdad anterior, tendremos que introducir una matriz
denominada Apqy que ests formada por acciones de extremo de miembro debidas a las cargas
L}

unitarias que corresponden a los desplazamientos deseados de nudo (Dg)- La primera columna

de AM_] contiene las acciones de extremo de miembro debidas a' una carga unitaria
correspondiente a D]l’ la segunda columna contiene las aacciones de extremo correspondientes a

e ——— r .
DJZ y as{ sucesivamente.

Para calcular Dy ¥ Dyq podemos proceder asl:

D= ApuT Fum AmL
DyL=Am; FMAML
Djq=Amy FmAMQ
Luego, substituyendo en la ecuacién de desplazamientos de nudo,

DJ = DJL + DJQQ
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- e . -
TE A Py idmrt Amg W

T
=7 i D
TRy TMAM =50

A continuacion se iustra la aplicacidn del procedimientc expuestc para resolver
estructura estaticamente indeterminadas.

"EJEMPLO 17:

Sea la estructura mostrada <n la Fig. 26, resoiverla para <l caso en que se ie apliguen las
cargas mostradas,

L L

B-r— //’EFC. : . AL = c.thi: .

+
-

Ao

Solucion: Figura 36
1) Nurheracion de miembros y sistema de ejes:

‘P
~- z F:,r;ul

=

b . S — —

P

Como se ve, en este ejemplo las cargas actflan en los nudos por lo que no hay necesidad
de obtener cargas equivalentes de nudo.

2) Redundantes y Reacciones a determinar:

Puede notarse que la estructura es estiticamente indeterminada externamente de primer
grado, luego solo habra necesidad de hacer uso de una redundante,



101

rooT

NN
N
| /\ 153
4

P K— 5 ‘A\;}éﬁ/\ﬁa
B

A Ry AR z
3 Desplazarsientos de nudo a calcular en la estructura,
yd ! e DJS )r\
AN ™.
o e ]
|5
4) Calculo de QMQ (Matriz de acciones de extremc de miembros en la estructura libre,

debidas a valores unitarios de las redundantes’:

z. Pl —
N . -1
e — |
Al B Amg=( 1414
7N 1.414
ne 0 s =
5) Cilculo de ARqQ (Acciones en la estructura libre debidas a valores unitarios de las
redundantes):
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Si la estrictura tuviera un grado de indeterminacién mas, habria necesidad de una

. ’ . ppe——— p——
-odundante extra en la estructura; esto a la vez harfa que las matrices Apyy ¥ AR Posean una
columna mas.

&) Caleulo de la matriz Fpy {contiene en su diagonal las deformaciones en cada uno de los

miembros debidos a una carga unitaria de tension):

< o o o 4]
e 0 1 0 0 0
F_— = —lo0 0 1414 O 0
M AE| o ) 0 414 0
LO 0 G L 1_‘

— ——
btencion de Apq, ¥ Agy (matriz de acciones en miembros debidas a las cargas reales y

matriz de reacciones debidas a las cargas reales en la estructura libre respectivamente):

JL\L—P

. ] [ 1]

= Fe=?lo | Ao PH
': o 0 b =l

. _ %é— L_—l l 0

P

8 nsacion de matriz DQL { Desplazamientos en las redundantes}:

-5_-% = EM—QT FM AM\.

e

-i. 0 0 0 0- —1—
S & L (o 1 0 0 0 =
o = =4 = g A4 —{I —lo o 1414 0 OO
% L Aelo o o 1414 0] fo
0 0 0 0 1] 1
-
. -1
L= [—4 —1 1444 1414 -4] P g = 2P
X AE
[ -1
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9) . Célculo de la matriz de Flex1b1hdad de la estructura (Fj
- Ave Fom Ame ¢ -
1
e - —1 L
1
F = --L7:',--‘ —h 2z -4 |1d= BCSFHE —
2 - | 1414 AE
-1
——— h -
10} Calculo de la matriz de redundante%
@_ = -—1 K/{ - DQ\—\
6 ( ) ZPL
an 8%?L
(Q = — O, 234 P = hacia la

devecha..
11} Calculo de la matriz Ay {acciones de miembros debido a cargas reales):

A= B + Ama X

Tl P T 1] [0.231 |
K. 0 -1 P) 0 0.231
= Pl o 1414 [(-0234F)=| o |P +]-0327
M 0 T 1.414 ¢ 0 —0.327
S L] 0.231 |
0.769 |
- 0.231
, —.327
A‘f"\ =P ~0.327
| —0.769 |

12} Calculo de la matriz AR (Reacciones debidas a las cargas reales):

Re =B + Apg X

. 1 0 1 0
At‘i. - P 1]+ 0l(-0.234 P\: Flix FPlo

0 -1 0 0.231
1]
. - 1
A‘R F 0.231
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13)  Cilculo de la matria EM_ {matriz de extremos de miembro debidos a la aplicacion de

cargas unitarias en los nudos donde se buscan desplazamientos):

1 Unitana en D}I: i, Unitariaen D]Z:
Ay 2 AT .
~ IT\ T i :‘. o
| i/ | |2
< B RO
A ;. ae
= ) ./;/ . w L
I N o A Te
1ii. Unitaria en D_] 3 . Unitaria en Dyy:
p A~
2 L z
NS LB
4’ {m A K s
4 '? o
\; i 4 T _
%ﬁ ’i é‘ 7 =
A o o
Luego, /D \IL /1; \ﬂi
-1 1 -1 8
0 0 -1 0
A 1414 0 1.414 0
M3 0 0 0 o
0 §] G 1
L 4
14)  Cilculo de la matrizD_J (matriz de desplazamientos en la estructura real debida a la
aplicacion de cargas): T
p 8 Dy = BAorag _F:M A NA
-1 0 1.414 C 0 1 0 O 0 0] 1-0.769
—-5 1 0 0 0 ol w_{o 10 0 o} o0.231
={ -1 -1 1.414 0 0 0 ¢ 1414 0 0 Pﬂ—0.327
J 0 0 0 0 1 AE 0 0 0. 1.414 0] }-0.327
0 0 0 0 1] }-0.769
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1 o0 2 0 0 0769 |
= 1 0 0 0 o| L 0.231
D= —x
J -1 -1 2 0 0 AE —0.327
0 0 0 0 1 —0.327
__—0.76?_
0.115 ,
—_ PL | -0.769 El signo negativo en los desplazamientos
D = —— | _0.115 -indica que éste va hacia la derecha o hacia
J AE —0.769 abajo (en contra del sistema de ejes).

Ya determinadas las matrices Q. 7\;1, KI-{ y T)-} queda cczmpletamente resuelta la

estructura.
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RECOMENDACIONES Y CONCLUSIONES

Son consideradas como estructuras de nudos articulados, aquellas en las que los
elementos o barras que las forman estin unidos entre si por articulaciones sin
rozamiento.

Es de suma importancia determinar, al iniciar un anilisis, si la estructura es determinada
o indeterminada tanto externa como internamente. En caso sea indeterminada habri que
investigar el grado de indeterminacion total que posee.

Al tratar de resolver una estructura habrd necesidad de adoptar una notacién
determinada. Aunque se cuenta con la Notacidn de Bow, el Ingeniero Estructural podra
adoptar el sistema de notacion que considere mas adecuado; eso si, deberd ser
congruente a todo lo largo del problema.

Al determinar esfuerzos en los miembros de una estructura articulada debera recordarse
que el Método de los Nudos es mas eficiente cuando se tienen que determinar los
esfuerzos en todos y cada uno de los miembros; el Método de Secciones es muy practico
si unicamente se quieren determinar los esfuerzos de algunos miembros de la estructura.

Conforme avanza el analisis de esfuerzo deberan irse anotando, sobre un esquema de la
estructura real, los esfuerzos en cada miembro pero descompuestos en sus componentes
horizontal y vertical; esto nos permite chequear ficilemtne el equilibrio estatico de cada
nudo.

Cuando en el analisis se utilice un método grifico cualquiera, debera adoptarse la mayor
escala posible para evitar que se incurra en errores apreciables.

Los Métodos de Energfa nos permiten determinar cualquier tipo de deformacién en las
estructuras articuladas, ya sean desplazamientos lineales de los nudos o bien rotacion de
los miembros.

Los diferentes métodos de energia vienen a ser practicamente una repeticion, ya que
estin basados primordialmente en la aplicacién de cargas, en los puntos donde
necesitamos las deformaciones. Ademis, se originan de la igualdad existente entre la
energla de deformacion externay - la energia de deformacibn interna de la estructura.

Respecto al cilculo de deflexiones o desplazamientos de nudo podria decirse que:

a) El Métoda del Trabajo Real es muy limitado ya que con ¢l solo pueden
calcularse deformaciones en el punto de aplicacion de las cargas.

b) El Primer Teorema de Castigliano es uno de los mérodos mas importantes ya que
mediante su aplicacidn se puede encontrar cualquier componente de deflexion
en cualquier punto de la estructura.

s i i i e
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c) £l Método del Trabajo Virtual es el mas versatil de todos ya que noS permite
determinar deflexiones de cualquier tipo y que resulten de aplicar cargas,
cambios de temperatura, errores de fabricacion, ete.

d) Los métodos graficos son los finicos que nos dan los desplazamientos absolutos

de todo los nudos en un mismo grafico. ‘
La aplicacion a mano {sin uso de computadora) del Métedo de Flexibilidad es adecuado
6 la estructura articulada posee un grado bajo de indeterminacién estatica.

La aplicacion a mano del Método de Rigidez en estructura articuladas deberd hacerse
solo si hay una indeterminacion cinematica baja.

Cuando se trata de resolver estructuras estaticamente indeterminadas, tenemos Gue
independientemente del método de analisis adoptado, basicamente deberan adoptarse las
redundantes necesarias hasta contar con ana estructura estable y determinada.
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