Universidad de San Carlos de Guatemala
Facultad de Ingenieria

JOSE FERNANDO DIAZ PEREZ

““Consideraciones sobre el método de la
Analogia de la columna y su aplicacion en
el analisis de Arcos Elasticos”™




P IR
LAIPNINVERSIDA LD DE SAP CARLCOS DFE GULLATEAMMALA

FACULTAD DE INGEMNIERIA

Seriiniiee A, Sustenalg Cantra Amértica

"CONSIDERACIOINES SOBRE EL METODO DE LA ANALOGIA DE LA COLUMNA

Y SU APLICACION m}g@;ygts DE ARCOS ELASTICOS"

N /R

%,

AT}
Stbad
[
it

San Carl

e 1w e e

Univansidad de-

Al conferlfrsele el titulo de

INGENIERO CIVIL TESIS CEREFERENCIA
NO

SEPUEDE SAT+& TF ia FiRLIOTECA
BIBLIOTEC A ENTRAL - USAC,

Guatemala, Enero de 1971




i3

HONORABLE TRIBUNAL EXAMINADOR

Cumpliendo con lo establecido por los reglamentos de la Universidad de San Carles de
Guatemala, tengo el honor de someter a vuestra consideracién mi trabajo de tesis titula-

do:

"CONSIDERACIONES SCBRE EL METODC DE LA ANALOGIA DE LA COLUMNA

Y SU APLICACION EN EL ANALISIS DE ARCOS ELASTICOS"

Tema gue me fuera asignado por la Junta Directiva de la Facultad de Ingenieria



DEDICO ESTE ACTO

A MIS PADRES:

Lic. Vicente Diaz Samayea

Ofelia Pérez Véasquez

La Facultad de Ingenierla
La Universidad de San Carlos de Guatemala

La Direccién General de Caminos

RECONOCIMIENTO:

Al Ing. Antonio Meneses Cruz

por su valiosa asesoria



JUNTA DIRECTIVA
DE LA
FACULTAD DE INGENIERIA
DE LA

UNIVERSIDAD DE SAN CARLOS DE GUATEMALA

..D_ecul_'lo Ing. Mauricio Costillo Contoux
Vocial Primero - Ing. Marco Antonio Cuevas
Vecal Segundo Ing. Rodolfo Genzélez Morasso
Vocal Tercero Ing. Adolfo Behrens

Vocal Cuarto Br. Gustavo Adolfo Sierra
Vocal Quinto Br. Guido Cocenza
Secretario Ing. Héctor Centeno Bolafios

TRIBUNAL QUE PRACTICO EL EXAMEN

GENERAL PRIVADO

Decano Ing. Amando Vides Tobar
Examinador Ing. Carles Solcres B.
Examinador Ing. Jorge Erdmenger
Examinador Ing. Joaquin Lottmann E.
Secretario Ing. Héctor Centenc Eolai‘ios



INTRODUCCION

El propésito de este trabajo es presentar una exposicién general sobre el método de la
Analogia de la Columna, el cual a pesar de no tener la aceptacién de otras técnicas de andli
sis resulta muy importante en el campo de las Estructuras Est4ticamente Indeterminadas, pcrf_i
cularmente en el analisis de Arcos Elésticos, siendo tal situacién la que se estudiarg més dere
nidamente, aunque también seréin considerados algunas vigas en las que e! método presenta
ventajus apreciables.

En el capftulo inicial se trataréin ciertos t6picos que guardan bastante relacidn con el
método de la Analogfa de la Columna, como por ejemplo la viga conjugada, el Centro Elasti
co, flexion en columnas cortas, etc. seguidamente como ilustracién se expondrén algunos con
ceptos sobre el Arco Eléstico, sus caracterfsticas y ventajas. En los capftulos posteriores se en
traré al estudio del método de la Analogia de la Columna, asf como sy aplicacién en el anali
sis de cierfas vigas y diversas clases de arcos, desarrollando varios ejemplos sobre el particu-
lar, con el cbjeto de aclarar todos los aspectos relativos al funcionamiento de dicho mé t odo
en este tipo de estructuras, haciendo finalmente una comparacién con otros métodos de anéli
sis.

Siendo la Analogla de la Columna un métode de anélisis poco conocido en nuestro me
dio, al que por razones de tiempo no puede dedicdarsele mucha atencién en los cursos de And
lisis, y tomando en cuenta la importancia de las Estructuras Estaticamente Indeterminadas en
la actualidad, asf como el uso continuo del Arco Eléstico en obras de la Ingenierfa modema,
se pretende que este trabajo pueda resultar de alguna utilidad al estudiante de Ingenierfa que
se inicia en la rama de las estructuras y esté interesado en el conocimiento de estos temas,
esperando que tal finalidad se cumpla aunque sea en minima parte.

P R L oo

;ff_i};#}n[rx,‘ 5.
e el K A NG o s AT e L T S o
m




]

CONTENIDO

INTRODUCCION

CAPITULO 1
CONCEPTOS BASICOS PRELIMINARES

Métodos de Andlisis

La Viga Conjugada

La Estructura Conjugada

E} Centro Eléastico

Consideraciones sobre Columnas

1 Generalidades

2  Columna Corta Simétrica, Cargada Excéniricamente
.3  Flexocompresién en Columnas Cortas Asimétricas
3.1 Ecuacién General para Flexién en Columnas Cortas
.5.3.2 FEje Neutro

.3.3 Ejes Principales

3.4 Circulo de Inercia

.

F}

| et vt amid ) et et mmd med et waed  wmd e
DO LOL RN =

CAPITULO 2

ELL ARCO ELASTICO

2.1 Definiciones Generales

2.2 Clasificacién

2.3 Ventajas y Usos del Arco Elastico
2.4 Caracterfsticas del Arco

2.4,1 Linea de Presiones

2.4.2 El Arco Ideal

2.4.3 Curvaturas

2.4.4  Peralte

23

23
23
26
27
28
29
29



CAPITULO 3

LA ANALOGIA DE LA COLUMNA 39
3.1 Generalidades 39
3.2 Desarrollo del Méatodo 39
3.2.1 Deduccién Partiendo del Método del Centro Elastico 39
3.2.2 Derivacién Directa del Método 44
3.2.3 Miembros Articulados 48
3.3 Aplicacién a Vigas de Seccién Constante 49
3.4 Aplicacién a Vigas de Seccién no Constante 56
3.5 Célculo de Rigideces y Factores de Transporte 71
CAPITULO 4 S
"ANALISIS DE ARCOS POR MEDIO DE LA ANALOGIA DE LA COLUMNA 75
4,1 Generalidades 75
4.2 Anélisis de Arcos 75
4.3 Marcos Rigidos 76
4.3.1 Marcos Simétricos 76
4.3.2 Marcos Asimétricos 88
4.4 Arcos Simétricos 101
4,41 Arcos no Articulados Simétricos 101
4.4.2 Arcos Articulados Simétricos 111
4.5 Arcos Asimétricos 114
4.5.1 Arcos Asimétricos no Articulados 114
4,5.2  Arcos Asimétricos Articulados 120
4.6 Lineas de Influencia en Arcos 123
4.7 Efectos de Temperatura, Acortamiento por Carga Axial y Otros Factores 132
CAPITULO 5

LA ANALOGIA DE LA COLUMNA COMPARADA CON OTROS METODQS DE ANALL
SIS 137
5.1 Vigas 137
5.2 Arcos 141

CONCLUSIONES 147



s IR AR

CAPITULO 1
CONCEPTOS BASICOS PRELIMINARES
Las estructuras pueden agryparse bajo diferentes y muy variades puntos de wsta, pero
la clasificacién més importante es la que divide a estas en dos grupos:

1) Estructuras Estaticamente Determinadas, cuyas reacciones pueden ser establecidas por
la aplicacién de las tres ecuaciones de Estatica, que son:

Fx = 0 ' (1)
Fy=0 (1.2)
M=0 (1.3)
2) Estructuras Estéticamente lndei'erminudus o Hiperestdticas an las que las ecunciones

de equilibrio estético no son suficientes pare establecer las componentes de reaccibn
y esfuerzos. El grado de indeterminacién de unu estructura es el nimero en que las in
cdgnitas exceden a las ecuaciones de que se dispone para la resolucién del probiema.

1.1 METODOS DE ANALISIS

Son las formas o conjunfos de normas para evaluar 1os esfuerzos axiales; esfuerzos de
corte o momentos flexionantes que tlenen fugar en una estructura por la accién de diversos
sistemas de cargas aplicados. Los métodos de anélisls pusden clasificarse en dos grupos:

1} Cuando los miembros de la estructura a ser analizada estéin sujetos a diversas clases
de corgas y se deben tomar en cuenta todos los efectos, se usan los métodes basados
en la conservacién de energla, como por ¢jemplo el método de "Trabajo Virtual™ y el

~ de Castigliane,

2) Fara el andlisis de miumbros estructurales sujetos o momentos flexionantes, en los wa
les se desprecian otrot ufectos por ser éste el més importante, tienen cavida d v ersos
métodos enfre los que se cuentan el de "Area=momento" que es muy empleado en es-
fructuras curvas o arcos. A partir del métedo Area~momento, se origina el de "Pen-
diente-deflexién” que ha vuelto a cobrar Importancia con el auge de las computado-
ras electrdnicas. Ademés se tlanen los métodos de Cross: "Distribucitn de  momentos™
x’“Anafogl'q de la Columna". :

A continuacién se trataréin brevemente alguncs temas ques tienen mucha relacibn con
la Anologla de la Columna.
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.2 LA VIGA CONJUGADA

Recibe el nombre de viga conjugada, una viga que se supone cargada con el diagrama
de momento M sobre El, provocade en una viga real, por determinado sistema de cargas.  E|
método se basa en dos principios fundamentales:

[} L.a pendiente en cualquler punto de una viga sujeta a un sistema de cargas determing
do, relativa al origen de la misma es igual al corte en la viga conjugada, para el pun
to o seccibn correspondiente.

2) Lo deflexidn en un punto de la viga considerada con relacién a su posicién original,
es igual al momento flexionante en ia seccién correspondiente de la viga conjugada.

Supeniendo que la viga de la Fig. 1.1 soporta el sistema de carges indicado y se plo-
tea el correspondiente diagrama de momentos sobre El. A continuacién se carga una segurda
viga de Iguales caracteristicas (L, £ e I) con el dlqgrdma M/EIl de la viga anterior, tal como
se muestra en la Flg. 1.2, Considerando ¢ toda la viga rlgida, menos el segmento dx resultars
la viga deformada como se indica en la Fig. 1.3

Dicgrame, El Const
M/ EL

L .

- BL i

Vige O\"'ls'\.\ﬁQ|
Fig, 1.1
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'Ir £l = Const.

Viga Real, eldstica en dx
Fig. 1.3

En fas figuras 1.2 y 1.3, de acuerdo al método de Area~momento:

d.eA +d,8B =d8

Mst.dx




Mx.d
L8, +d8y="F— (1.4)

Suponiendo que la deflexitn A sea muy pequefia:

8 =Xd8, - V.48,
vag =X
'Yy doeA - x 'daeB

Sustituyend- el valor anterior en la ecuacisn 1.4 tendremos:

;'d'eﬁ + d.ﬁB = -N-",E-'rii
" 4By = (o
4.8, = tE (1.5
En lgual forma se puede evaluar el &ngulo en el exiremo lzqulerdo:
4.8, = P (1.6)

Las ecuaciones (1.5) y (1.6) representan |as reacclones a la derecha y a la 1z qulerda
de una viga simplemante soportada, denominada "viga conjugada" y cargada con el diagrama
de momento sobre la constante El de |a viga orlginal. SI se consldera eléstica toda la viga y
ne sole al segmento dx, las pendlentes en fas extremos serén:

L E
GA . a( ?_‘Mx.dx (1.7}
Lg - X)

Las ecuaciones (1.7} v (1.8) son ahora las reacclones en la viga conjugada, o sea que
las pendiantes en los extremot de |o viga real, 1on las reaceiones an lok axtremos de la viga

conjugeda,

La pendionte en cualquler punto de la viga real, 1eré [o pendlente en un extremo, me
nos la diferancla de pendientes entre ¢l axtremo y o] punto conslderade, representadd por o1
§rea del dlagrame de momanto sobre El comprendldo entrs wstos dos puntos, o sea la carga 3o
bre la vigy sonjugada entre dichos puntos, Por lo tanto, la pendients en un punto cualgqulera
de la viga real, equivale o la reaceén en un extrame de la viga ¢onjugada, menos la carga
oléstica entre ol mismo y #l punto comsidarado, que es el corte sn esta seccidn de la viga con

»*



jugada, lo que confirma el enunciada del primer principio del'método. = |

Viﬁq Reql elc{ﬁ_ticq
gn toda Su  longitud. -

Fig. L4

Suponfcndo ahora a la viga real, elastica en toda su longitud y deﬂecmda en la for-
ma que se Indica en la Fig, 1.4

Y.¢ = Deflaxién.del punte C. o : :
Y.¢op = Desviacién rangencial de C respacto a Ia fungenfa a ia curvatura en el soporte
A, -

De atuerdo al método de Area-Momenfo, Y. -A ser el momanfe del duagmmn de
M/EI, enfra las punros A y C resplcfo a. C. S

Recordando que eA es la rauccu‘.’m do Ia ?zquiorda en Iq viga conlusadu, se puede de
ducir que la ecuacion (1.9) constituye &l momanto tnterno de lu viga conjugada en fa sec -
¢lén C lo que confirma el enunciado del segundo principio. .

De acuerde a lo anterlor, se establecen las siguientes relociones entre la vnga real y
lo viga onfugada:

1. . lalyz libre. de la viga con;ugada ay Igual a la luz libre de la viga real.
2) ' "La cargu que actta sobre | viga ccn[ugndu, ot el diagrama M/EI de 10 viga ml

3) B corte.an cualquier secclén de lo viga coniugada, es igual a la pendiente de la sec
© " ¢lén cotrespondients de la viga reai _ e

4) EI momenro en cualqu!er seccuén de Ia vlga con;ugada es igual a la dcflamﬁn on; Ld
seccién corresFOndnenfa ala vrga real. o it



Para que tales relaciones se cumplan debe existir congruencia entre los soportes de
fa viga real y los de la viga conjugada. Por ejemplo si 1a viga real tiene un soporfe empotra
do, el correspondiente en la viga conjugada debe ser un voladizo par no existir pendiente n7
deflexian, lo cual se traduce en que no hay corte ni momento en la viga conjugada. Si el so
porte en la viga real es simple, también lo ser6 en la viga conjugada, ya que enla primera
existe pendiente que se traduce en corte en la segunda.

1.3 LA ESTRUCTURA CONJUGADA

Los principios a demostiar en este método son muy similares a los de la viga conjuga-
da. Considerando un marco en voladizo como el indicado en la Fig. 1.5

P
q ]
' |
Tt e — ‘—-}r‘
l
{ |
|| Jdx
h -
T T
|
f
. T
A <
Marco ‘&n Vo ladizo

Fig. 1. 8.
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Marce aldatico en dx,
F‘Tg-. . &,

Baja la aestdn de la earga B, y sonsiderande rlgida tade la estructyra, con excepeibn
del sagments dx, el marse se deflestard como ta indlee en la Fig. 1.6 (exugerando la escala
de las defarmaciones). El eamblo de dngula en la secaldn aldstica terd:

dﬂaﬁ’ﬁ-’i | (1.10)

slends M sl momento preducide per la carga P. en el segmente.

Para evelusr las deflexlanas verfieales y herlzentales en los punios A y B, puede ha~
sarse pasar por los mismes, sisremas de efes seerdenades; de acuerdo al Métede de Area~Mo=
mente, los desplazamienies seréni

1) En el punts A

d¥A = 4o Mg (1)
v = Xo.d8 = Xa. B (1)
AkA = Ya.d® = vy ’%‘aé (1. 11)



2) En el punto B:

4B =d& = Méf" 1.12)
M.d

Av.B = Xb.d® = Xb-—p (1.12)

Bhp = Yb.dO = Yb.% (1.12)

En la Fig. 1.7 se representa una estructura con miembros de igual longitud e iguales
pasiciones o los del marco dado, pero situada en un plane horizontal y con el extremo A em-
potrado; a tal estructura se e denomina "Estructura Conjugada” y al igual que en el caso de
la viga conjugada, se considera cargada con el diagrama M/El de la estructura original.

'

/Y .
/ Xb s e

7 v :

$i suponemos el cambia de &ngulo como una carga concentrada en el punto que ¢co-
rresponde o la posiclén del segmento dx en la estructura original, al hacer pasar efes coorde=
nados par los puntos A y B, se orlginan los sigulentes momentos respecio a los mismos:

1) En ol punto A;

My = Xa.d& = Xa Mﬁ:‘fﬁm Bv.A | (1.13)

Mx = Ya.d& = vq Mﬁdﬁ ALY (1.13)



2) En el punto B:

d
My = Xb.d® = Xb- ME,":AV.B (1.14)

Mx = Yb.d® = YbMd" Ahp (1.14)

Los cortes en ambos puntas serén:

Vg = Vg = B = o " (1.15)
Pa®
2EL
_Pah. Pa
E'I,(r F EI
Fia. \.8.

Al suponer eléstico el marco en foda su longitud, y no solo en el segmento dx, el dia
grama de momento sobre El o carga eléstica sobre [a estructura conjugada, ressltara como se
indica en la Fig. 1.8. Puede verse que si la forma del diagrama M/El permite determinar  su
centro de gravedad, toda el &rea puede suponerse actuando en el mismo.

Las discusiones anteriores nos llevan a establecer los principios bésicos para definir
la estructura conjugada:

1) La. Esiructura Conjugada para una estructura original, es exactamente igual o esta en
lo que respecta a longitud de miembros y su posicién relativa, consideréndose a la pri
mera colocada en un plano horizontal.

2) Puede suponerse a la estructura conjugada, compuesta de miembros representados por
Ifneas y cargados con el diagrama de momento sobre El, como en la viga conjugada; o
bien considerar que los miembros de la estructura conjugada tienen un ancho igual all
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valor 1/El, que es el criterio seguido en e! método de la "Analogia de la' c 0! umna™
como se verd ms adelante, es decir que en una longitud dx de un miembro, el &rea
seréi dx/El a la cual se le denomina érea eldstica y representa a la deformacidn el gsti
ca por flexién en la seccién correspondiente de la viga real en ung longitud dx y cau
sada por un momento unitario. A la carga sobre la estructura conjugada se le denomi
na carga eléstica. - -

3) La estructura Conjugada, debe estar en equilibrio bajo la accién de los diagramas de
momento sobre El de la estructura real, actuando como cargas. '

4) El corte en cualquier seccidn de la estructura conjugada, es la pendiente en la sec-
cién correspondiente de la estructura real.

) El momento interno en cualquier seccién de la estructura conjugada, es la deflexién
correspondiente de la estructura real en unc direccién perpendicular al brazo de pe1-
fanca usado para encontrar cualquier momento en particular.

&) El extremo de la estructura conjugada, correspondiente al extremo de la estructura
real que se flexiona, tiene un soporte empotrado.

1.4 EL CENTRO ELASTICO

Se define como "Centro Eléstico" o punto neutral, al centroide de la seccién de una
estructura conjugada, la cudl tiene un espesor en cualquier punto igual a 1/E] como ocurre
en el méfodo de la Analogfa de la Columna.

El método del Centro Eléstico o punto neutral, presenta mucha semejanza al de la co
lymna Anéloga como se vera més adelante; en el primero se foman como redundantes: Momen
to (Mo), reaccibn vertical (Vo) y reaccién herizontal (Ho) en el centro eléstico, las cuales
se determinan inicialmente y con base en ellas se caleula el momento en cualquier punto de
la estructura considerada; mientfras que en el segundo, los momentos en una seccibn cualquig
ra de la estructura pueden ser calculados directamente. ' ‘

P
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Para desarrollar el método del centro eléstico, considerar la estructura curvade la
Fig. 1.9 doblemente empotrada, sometida a la accién de la carga P y cuyo soporte a la dere~
cha ha sido sustituido por fuerzas virtuales H= 1, V = 1 y un momento unitario, transforméndo
se en un cantiliver. 5i el exiremo libre es tomado como centro de coordenadas, los fres mo -
mentos virtuales produmdos en cualquier punto de la estructura por las reacciones unitarias
son:

= 1 lb.~pie, causado por M = 1 lb-pie.
m' = x|b.~pie, causado por V =1 Ib.
=y Ib.-pie, cousado por H =1 |b.

Las deflexiones resultantes, cuando las redundantes toman su verdadero valor y no un
valor unitario como en la Fig. 1.9 serén entonces;

AX.(P) = H,[éx =] + v &xtv=1)] + M[Ex(M = 1)] (1.16)
AY.(P) = E =] +VISyvV=1] + M[dyM=1)] (1.17)
; &.P)=H 58(H~1)_'] +VISO V=] +M[ &&M=1] (1.18)

La ecuacién (1.16) puede interpretarse en la forma siguiente: el desplazamiento en
sentido horizontal del extremo-en voladizo B, debido a la accién de la carga P sobre la es -
tructura, es igual al valor real de H por la deflexién horizontal cuando se supone la redundan
te H igual a la unidad, més el valor real de V, por la deflexién horizontal cuando se supone
la redundante V igual a la unidad, més el valor real de M por la deflexién horizontal, cuan-

do se supone a la redundante M igual a la umddd En igual forma pueden interpretarse las
ecuaciones (1.18) y (1.17).

las deflexiones |ineafes y angulares en B cuando se supone a las redundantes con va~
lores unitarios, pueden ser evaluadas en la forma siguiente:

1) La deflexién angular debida al momento unitario, es el drea eléstica de lo estructura
conjugada:
1.ds ds
S& M=1) J jﬁ =
2) La deflexisn angular ocasionada por la reaccién-horizontal uritaria en B, es igual a

la deflexién horizontal debida al momento unitario en B y ambas equivalen ol momen
to estatico respecto al eje X-X.

SOH=1)=§xMm=1)

1 Y ds Y.ds
TE El
= Qx.
3) La deflexién angular ocasionada por la reaccibn vertical unitaria en B, es igual a la

deflexién vertical debida al momento unitario en B y ambas equivalen al momento es

p— e p———
e T L s (ORI NAL
] {’u L'\ L} S L Lly;, Li Lae it

aronen [

Boilisecd o
\ Blbliﬂtﬂflu \:Qu\[‘ﬁl
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t&tico respecto al eje Y-Y
SOV=1=8,M=1
[ LXds  (X.ds

“JTEl T JTEC

=QY

4) La deflexién horizontal, ocasionada por la reaccién horizonta!l unitaria en B, equiva~
le al momento de inercia res pecto al eje X-X.

2
_ o [ Y.Yds, [ Y4.ds
gx (H - }) = Fl - El

m IX'

5) La deflexién vertical ocasionada por la reaccisn vertical unitaria en B, equivale al
momento de Inercia respecto al eje Y~Y.

_ [ XXds  [(%2.ds
5, V== [ (X
= IY' ' | -
6) La deflexién vertical ocasionada por la reaccién horizontal unitaria en B, es igual a

la deflexién horizontal ocasienada por la reaccisn vertical unitaria en B y ambas equi
valen.al producto de inercia de las &reas alésticas de la estructura conjugada alrede~
dor de los ejes X=X y Y-Y. :

S, H=1=§ =1 | - “
= | X.Y.ds
El
= ]X)ﬂ’ N

£n forma similar pueden ser. evaluadas las deflexiones, lineales y angulares del extre-
mo en voladizo, ocasionadas por et sistema de cargas que actla sobre la estructura y que en
este caso se constituye por la carga P

1} La deflexién angular debida a la carga P, equivale ol Grea total del diagrama M/El,
que se considera la carga eléstica sobre o estructura conjugada:

B = | M- (G- w

2) La deflexién horizontal debida a la carga P, equivale al momento del &rea dei diagr_g_
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ma M/El, respecto al ele X-X.

AX (P) = MYd’ _[55 Y

= Mx

3) Lo deflexién vertical deblda a la carga P, equivale al momento del &rea del diagra-
ma M/EI, respecto al eje Y-Y.

AY(P)‘MSMXdS Sesx

= My.

Sustituyendo los valores de las deflexiones lineales y angulares, provocadas por las re

“dundgntes con valores unitarios y las que ocasiona la carga P, en las ecuaciones (1.16),(1,17),

y (1.18) se obtienen los siguientes valores:

Mx=H [Ix] +v [Ixy'] M Qxé (1.19)
My = H [ ixy] +V y (1.20)
W =H [Qx% Qy] + M A (1.21)

Si el origen de coordenadas o punto de aplicacién de las reacciones redundantes H,
V 'y M &s cambiado al centro eléstico o centro de las cargas elésticas, slando uno de los ejes
XX 0 YY, eje de simatria, lot momentos estéticos de lu seccién y ol producto de tnercla son
cers, puesto que los primeros momentos son nulos respecto a efes que pasan por el centrolde
de una seccldn y ¢l producto de inercla famblbn lo es para efes principales, y un sfe de sime
tria es slempre principal y el otro e]e principal tiene direcei8n perpendleutar al primers.

Y] Qx & 0
Qy =10
Ixy = 0 -

Sustituyendo los anteriores valores en lae ecucciones (1,19), (1.20) y (1.21), estas se
reducan a la forma sigulente;

Mx = Ho [lx]
My = Vo [ly ]
W =M [A]

Despejundo Ho, Vo y Mo que son los valores de las reacciones redundantes a ¢ tuando
y& no en ¢l extremo supuesto en veladize, sine en cl centro eléstico o punto neutral resultan
log sigulentes valores:

Ho. = -'5{‘;:1 | (1.22)
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- (1.23)
Mo. = % (1.24)

Uniendo el centro eléstico o punto neutral O, con el extremo B supuesto en voladizo,
por medioc de un brazo o ménsula completamente rfgida e inel&stica, tal como se indica en la
Fig. 1.10. se obtiene un punto de aplicacién para las redundantes en el centro eléstico.

Y
|
Ho ©
s e
A Mo \\ I ®
| brazo rfgido
Vo

" cCantre edstico

F:is. PR

Si la estructura es simétrica, el centro el&stico estard situado sobre el eje de simetria;
para el caso considerado, el eje vertical Y-Y es de simetria, la altura sobre el X'=X' origi-
nal que pasa por el soporte B, puede ser esfablecida dividiendo el momento estético respecto
a este eje sobre el &rea eléstica:

7='Q‘E" (1.25)

Cuando la estructura es asimétrica, las coordenadas del centro eléstico respacto a dos
e]es coordenados cualesquiera, se obtienen dividiendo los primeros momentos o momentos estd
ticos respecto a estos ejes sobre el &rea eléstica de |a estructura conjugada: .

v=3 (1.26) | .
x=3 (1.27)

1.5  CONSIDERACIONES SOBRE COLUMNAS

Segln se ver& més adelante, el anélisis de una columna corta cargnda  excéntricamen -
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te, es una situacidén que constantemente se presenta en el método de Analoglia de la columng,
por lo que es importante tener ciertos conocimientos al respecto, para poder comprender sin
problemas dicho método.

1.5.1 GENERALIDADES

Las columnas son miembros estructurales, generalmente sometidas a compresién, aun-
que también se d& el caso que trabajen a tensidn; pueden ter de seccidn transversal circular,
cvadrada, rectangular, etc. Las columnas de acuerdo a su longitud se clasifican en dos gru -
pos: columnas propiamente dichas y bloques a compresidn o columnas cortas.

La Esbeltez de una columnag, se define como 1o relacién de su longitud al radio de gi
ro de su seccién transversal con respecto al eje centroidal que es perpendicular al plano en -
que la columna se flexiona o tiende a flexionarse. No hay un valor concreto de esbeltez que
diferencie una columna corta de una comdn.

Las columnas pueden estar sometidas a dos clases de cargas que son:

3] Cargas centrales o axiales: reciben este nombre aquellas cargas cuya |fnea de accién
pasa por los centroides de las secciones extremas de la columna.

2) Cargas Exééntricas: son aquellas cuyo punto de aplicacién, no coincide con los cen-
troides de las secciones extremas.

1.5.2 COLUMNA CORTA SIMETRICA, CARGA EXCENTRICAMENTE

Considerando 1a columna corta de ta Fig.1.11, bajo la accién de la carga W, se obser
va que dicha carga provocaré en una seccién transversal, esfuerzos de compresién y esfuerzos
de flexidn, debidos a los momentos indicidos alrededor de los ejes de simetrfa centroidales.
La carga excéntrica W puede descomponerse en una carga axial Wi y un par motivado por las
cargas W y Wy, cuyo momento serd W.e, que puede descomponerse en las direcciones de los
ejes de simetria, resultando los momentos respecto a los mismos asf:

= W.e .cos U (1.28)
My = W.e send (1.29)
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_Z_'_,e'fm_ X

G’j = E.Sen %

v ex = ,.Coa®

- rFs .
Columna corta simétrica con
o -
uneg carge, exceéntrica

Fls. b,

Los esfuerzos debidos @ un momento flexionante, son expresados por la conecida y fa-
miliar férmula: |
M.c

i

f= (1.30)

siende:

f = Esfuerzo por flexién en Lbs/Pulg?
" M = Momento flexionante en Lb=Pulg.
¢ = Distancia del punto considerado a! eje neutro de la seccién en Pulg.
| = Momento de inercia de la seccién en Pulg?, respecto al eje neutro.

En la Fig. 1.11, la méxima compresién ocurre en el punte ¢ donde el esfuerzo resul-
tante seré:

W MxY My X
FC‘_Al_+ Ix ly

sustituyendo valores:

W W.e .sen®.Y W.e.cos©.X
-A—+ +

fe » »
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_ W OW. ey Y  W. ey .X
» fe=m*+- *

- > (.31

1.5.3 FLEXOCOMPRESION EN COLUMNAS CORTAS ASIMETRICAS

La discusién anterior se ajusta a columnas cortas, cuya seccién transversal tiene co-
mo minimo un eje de simetrla utilizable, pero la situacién se complica cuando no existe tal
eje de simetria, debiendo hacerse algunas correcciones a la férmula de esfuerzos por fl exién
Mc/1; resulta un error bastante comin el tratar de disefiar vigas o piezas estructurales em-
pleando la férmula anterior, lo que conduce a resultados inexactos.

1.5.3.1 Ecuacién General para Flexién en .Columnas Cortas

La férmula para flexocompresién, donde el esfuerzo total en una seccién de columna
es:

Ed

> =

Me
|

es un caso especial donde la seccibn transversal "A" sometida a una carga W, tieneun eje
de simetria. Considerando ahora una columna de seccidn transversal asimétrica, como el angy
tar de lados iguales, mostrado en la Fig. 1.12, sobre el que actia una carga W en el punto
decoordenadas X| e Y} en direccidn perpendicular al plano del papel, siendo f el esfuerzo
unitario en las fibras de la columna; como ejes de referencia se tomarén el X-X y el Y-Y pa
ralelos a los lados del angular y que pasan por ef centroide de la seccidn, no siendo ninguno
eje de simetrfa. Las coordenadas Z normales al plano del papel, equivaldrén a los esfuerzos
unitarios en cualquier punfo de la seccién y pueden representarse per la ecuacién general de
un plano al suponerlos en una distribucién planar.

o =,
P

1
X —-4—0
S JI_ Y
|
|

Y

Columna con carga
excentricya

Fig- 1.12.
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El esfuerzo en un punto de coordenadas X e Y seré:
f=z=ax+by + ¢ . (1.32)

La carga W que acta sobre la columna originando esta distribucién planar de esfuer-
zos, puede ser evaluada por integracisn del producto de las &reas diferenciales por el esfuer-
%o unitario en cada una de ellas. Los momentos respecto a los ejes coordenados se pueden
evaluar multiplicando la integral anterior por las distancias y 6 x tal como se indica a conti-
nuacidn:

w =[r.da (1.33)
Mx =Tf.y.dA (1.33)
My =IF.x.dA (1.33)

Sustituyendo la ecuacién 1.32 en las expresiones 1.33, se liega a los siguientes resul~
tados: _

W ={(ax + by + e).dA
W= [ xdA +b. ‘( ydA + c.JdA (1.34)
Mx =J(u.x + by + ¢)y.dA
Mx = a (xydA + b [y2.da + c. [y.dA (1.35)
My =J(cx + by + ¢).x.dA
My = asz.dA + b.jx.y.dA + c!di (1.36)
Las propiedades de la columna corta son las siguientes:
jdA = A = Area de la seccién transversal.
'.erA "= Qy = Momento estético respecto al eje Y-Y.
jy.dA = Qx = Momento estético respecto al eje X~X.
szdA = ly = Momento de inercia réspecro al eje Y-Y
Iyz.dA = Ix = Momento de inercia respecto al eje X-X.
J x.y.dA = L.x.y = Producto de ine;‘cia respecto al sistema de ejes X-Y.

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (1.34), (1.35) y (1.36) se obtienen las si-
gulentes expresiones:

W = a.Qy. + b.Qx + c.A (1.37)
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Mx = a.lxy + b.ix + c.Qx (1.37)
My = a.ly + b.lxy + ¢.Qy (1.37)

Segbn condicién inicial, los ejes de referencio pasan por el centroide de la seccién y
por consiguiente:

Qx =0 Qy =0

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (1.37 ), estas se reducen a la forma  si-
‘guiente:

W = c.A (1.38)
Mx = a.lxy + b.lx (1.38)
My = a.ly + b.lxy {1.38)

Resolviendo el sistema de ecuaciones simultdneas (1.38), se establecen los valores de
las constantes a. b. y c:

c= % (1.39)

b =Mx.|y. - My.lzxy (1.39)
Ix.ly = Ixy

_ My.lx - Mx.Ixy (1.39)

Ix.ly = 1x2y

Sustituyendo los valores de las constantes en la ecuacidn (1.32) para los esfuerzos en
las fibras de la columna:

W (My.lx - Mx.Ixy).x  (Mx.ly =~ My.lxy).y
f = 7&- + +

Ixy - !xy2 Ix.ly - |xy2 (1.40)

Esta es la ecuacidn general para flexién en columnas cortas, la que también se puede
expresar en |a forma siguiente:

Mx, Ixy My. Ixy

wo My = T)x (M- =)y
f = K + szy + sz (11.4])
(1 - —%) Ix(1 - —%
4 xly Ix.ly

o bién de esta otra forma:

W Mpx Mky
f=x 5 "% - (1.42)
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Donde:
Ix
My = My - Mx.(TD)
1 |2X
ly = y(l - o)
Ixy
Mx = Mx - My (T‘y")
Il - 1 szz
x = Ix(1 - Ix.ﬂy)

Los signos de los momentos Mx y My depende de los de las coordenadas X1eY) del
punto de carga. En general [as coordencdas X e Y de un punto son consideradas positivas
cuando este se sitGa en el primer cuadrante.

El uso de las ecuaciones (1.40), (1.41) o (1.42), ofrece un mietodo general de obtener
los esfuerzos provocados en cualquier punto de la seccién transversal de |a columna corta car
gada excéntricamente, pudiendo emplearse cualquier par de ejes coordenados que pasen por
el centroide de la seccién y que no necesitan ser ejes principales. Si se requiere el mé&ximo
esfuerzo en las fibras de lo columna, la referencia debe hacerse al eje neutro.

1.5.3.2 Eje Neutro

En la seccién transversal de una columna es aquel en que los esfuerzos teé ricamente
son iguales a cero. El méximo esfuerzo se produce en la fibra extrema a partir del eje neutro.
Para definir la posicisn del efe neutro, hay que igualar a cero la ecuacisn 1.40 para que se
cumpla la condicién de que a lo large del mismo, los esfuerzos en las fibras de la columna
son nulos. La ecuacidn para el eje neutro ser& entonces:

w. (My.lx - Mx.Ixy)x | (Mx.ly - My.l;y)y -0 (1.43)
Ix.ly - Ixy2 Ixdy - Ixy
Para determinar las intersecciones del eje neutro con los ejes XX o YY, igudlar a ce-
ro las distancias y & x respeciivamente. El eje neutro se emplea en la localizacién del punto
de momento méximo.

1.5.3.3 Ejes Principales

Para el centroide de la seccién transversal de la columng, son aquellos con respecta a
los cuales los momentos de inercia son méximo y minimo, en relacién con los de cualquier o-
tro sistema de ejes. Puede demostrarse que por cualquier punto de una éreaq, pueden trazarse
dos ejes coordenados para los cuales los momentos de inercia del &rea son méximo y mfnimo
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respectivamente, comparados con los de otros ejes cualesquiera, que pasen por ef punto  en
cuestidn. Los ejes para los cuales el producto de inercia es cero, son ejes principales y como
el producto de inercia de una érea es cero para los ejes de simetrfa estos son ejes principales.

1.5.3.4 Circula de Inercia

Es un procedimiento gré&fico por medio del cual se pueden establecer las direcc i ones
de los ejes principales en forma répida y sencilla, conociendo los momentos de inercia y pro-
ducto de inercia respecto a dos ejes cualesquiera que pasan por el punto considerado, tal co
mo se indica en la Fig. 1.13. Para construir el circulo de inercia, el producto de inercia que
se plotea como ordenada debe ser descendente a partir del extremo de longitud que represenr
ta ly, cuando es negativo; si es positivo debe plotearse ascendente,

Conviene el uso de ejes principales si estos pueden ser localizados por simple inspec-
cibn, como ocurre cuando hay simetrfa alrededor de uno o ambos ejes.

Certro X7
del Circule

I
{
I
I
-
=

1x

x=Y = Eyes de Referencia
x'=Y Ejes Principales

Circule de lnercia

F’is, R,
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CAPITULO 2

EL ARCO ELASTICO

2.1 DEFINICIONES GENERALES

Es dificil formular una definicién rigurosa sobre los arcos; son estructuras consistentes
que desarro!lan reacciones horizontales bajo la accién de cargas verticales; de acuerdo a es
te principio los marcos rigidos usuaimente clasificados por separado, trabajon como arcos ¥
pueden ser considerados como tales. Algunos autores mantienen un criterio mas rigido sobre
el arco, al que definen como una viga o armézén de forma curva, que desarrolla reacciones
con direccién horizontal bajo la accién de cargas verticales. La opinién més general i zada,
es la de aceptar la definicién de estructura curva para los arcos, como vélida, aunque no co-
mo una condicién absolutamente indispensable, o sea que en otras palabras, el arco verdadero
puede describirse como una estructura cuya capacidad de soportar cargas verticales aplica-
das, esté supeditada al desarrollo de componentes de reaccién horizontales, que actian hacia
el centro de la luz libre del arco en los dos apoyos de los extremos.

En un principio se considerd a las estructuras curvas como barras rigidas y fue hasta
fines del siglo pasedo y principios del presente que cobré importancia el estudio sobre las de
formaciones por flexién en barras curvas, hasta llegar a la teorfa elastica para el anélisis de
arcos.

2.2 CLASIFICACION
Los arcos estructurales pueden clasificarse tomando en cuenta diferentes causas.
De acyerdo a su comportamiento estatico, losarcos pueden ser:

[} Arcos no articulados o fijos: son fos que no tienen movimiento en sus bases o apoyos,
también |lamados doblemente empot rados. Son est&ticamente indeterminodos al ter-
cer grado (Ver fig. 2.1).

2) Arco de unaarticulacién: la arficulacién puede locd izarse en la clave y ser doble-
mente empotrado, o bien tener un apoyo fijo y el otro articulado; siendo de cualquier
'manera estaticamente indeterminade de segundo grado. Es un arco sin mérito distinti-

vo ¥ raras veces usado.

3 Arco doblemente articulado: tiene por lo general los dos apoyos articulades y es estd
ticamente indeterminado de primer grado (Ver Fig. 2.2).
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4)

1
2)

Arco de tres articulaciones: dos articulaciones son los apoyos y la tercera estd situa-

da en la cispide o clave. Son estéticamente determinados y por lo consiguiente np in

teresan en el desarrollo de este trabajo, ya que la Analogla de la columna se a plica
al anélisis de Arcos estaticamente indeterminados.

De acuerdo a la forma geométrica, los arces pueden ser:
Arcos Simétricos: cuando existe simetrfa respecto a un eje.
Arcos Asimétricos: cuando no poseen simetrfa respecto a ning0n efe.

Clave ©
Coro rmarierito

y e Eatrados.
- ]
flechq /_/ Int l‘oi‘dos
' i 4 g .
Luz  libre \ AP_QﬂO

Arce no Articulade de
Concreto reforzado 9
alma  \leng

Fig 2l

flecha
Apeyo
Articulado

4

lue libre

Arco doblemente articulado
de dacero 4y <Qlma l\leng

Fig. 2.2
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Otraforma de agrupar los arcos, es fomando en cuenta el material de que estédn cons-

truidos. Los més usados son acero, madera y concreto reforzado.

Tomando como base la naturaleza y arreglo de la nervadura, los arcos pueden ser cla

sificados asf:

1

2)

3

Arcos de Alma [lena o nervio sélido: generalmente son de concreto, cunque también
los hay de acero en gran cantidad; son en realidad los arcos verdaderos (Fig. 2.1  y
2.2), que pueden ser analizados por el método de la analogfa de la columna.

Arcos de Alma abierta o nervio arriostrado: son también denominados de nervios refor
zados o entrelazados; en la mayorfa de los casos, se salen del campo de los arcos  y
se analizan como armaduras, por lo general son de acero y en algunos casos de made-
ra. Existen de diversas cluses como: el arco de alma doble tipo media luna mostrado
en la Fig. 2.3 que no es muy usado, el arco de descarga de alma abierta de fa  Fig.
2.4 y otros tantos. La analogia de la columna es aplicable a estos casos, pero no re-
sulta préctico ni ventajoso.

Arcos Atirantados: son aquellos que estan dotados de un tirante de acero u otro mate
rial, uniendo entre sf los dos apoyos para proveer las reacciones horizontales; son re~
comendables si en el lugar de construccién no existen condiciones adecuadas de ¢ i~
mentacién.

Arco de alwma doble
tipe ynedia Luna,

Fig. 2.2
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o, pe
Arco de desca raa
e alme Obierta

F'\:, 2.9

Los arcos de alma !lena o pérfil compacto, pueden ser doblemente articulades en los
extremos o bien con los apoyos fijos. Los arcos de concreto reforzado que siempre son de al -
ma llena, se construyen por lo general no articulados, o sea con sus apoyos fijos. Las arces
de acero estructural de pérfil compacte, si son de luces cortas que oscilen entre 0y 50 mts.
se consfruyen generalmente articulados en sus extremos; mientras que para luces muy grandes
se acostumbran los apoyos fijos, ya que provoean un incremento en la rigidez que resulta ven
tajoso en el claro largo, para evitar el incremento de esfuerzos para deflexiones verticales.

2.3 VENTAJAS Y USOS DEL ARCO ELASTICO

Desde el punto de vista estético, el arco es tal vez una de las estrucfuras mas satisfac
torias.

Estructuralmente, un arco resulta ventajoso debido a las reacciones horizontales que
Induce, las cuales originan momentos negativos que provocan compresisn en los intrados o par
-~ te interior de la estructura, lo que provoca una disminuci6n considerable en fos momentos
ocasionados por los sistemas de carga aplicados, es decir que los momentos internos resultan-
tes en-el arco, seréin mucho menores que los que se provocarfan, si se aplica el mismo sistema
de cargas a una viga o bien una armadura con la misma luz libre entre apoyos. Debe tenerse
presente, que siempre se producirén esfuerzos oxiales considerables en la nervadura de! arco.
En la Fig. 2.5 se muestran una viga simple y un arco doblemente articulade, con igual luz li-
bre entre apoyos y sujetos a [a misma carga, asl como los respectivos diagramas de mo mento;
puede verse que en la viga el momento méximo positivo es mucho mas alfo que enel arco.
Los momentos en la nervadura de una estructura se requiere que sean bajos, por lo que el ar-
co resulta més adecuado para cumplir tal condicién.
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Diagrarmnc

Momento

Viga Simple
P

(.
" 4 Ve

Diagfawmeg
de
Momento

Arce doblevmente
Articulado

Fig 2.8

La construccién de arcos es ampliamente usada en cierto tipo de edificios tales como:
hangares, casas de convenciones, gimnasios y otros similares, pero la més importante aplica-
cl6n es en el campo de las bévedas y puentes para carreteras y ferrocarriles, siendo en tales
sltuaciones, donde se obtienen los resultados mas favorables. El arco puede serconsideradoen
gonstrucciones de acero y de concreto reforzado, como uno de los tipos més importantes de es -
tructuras.

2.4 CARACTERISTICAS DEL ARCO

Un arco se define por las dimensiones de su elevacién o flecha y la luz libre entre
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apoyos, las cuales son dictadas por las condiciones del lugar de construccidn, cuando fa es-
tructura corresponde a un puente. La economfa de un arco, estd sujeta en muchos casos a | g
relacién de la flecha a la luz libre, la cual si las circunstancias lo permiten se re comienda
que oscile entre 0.25 y 0.30, aunque esto no es general.

Se sabe que los momentos internos en la nervadura del arco deben ser pequefios, por -
tal razén la forma del efe central del nervio debe aproximarse hasta donde sea posiblea |a
Ifnea de presiones.

2.4,1 LINEA DE PRESIONES

La fnea de presiones para un arco, se define como una curva o come una serie de se
mentos rectos que representan las resultantes sucesivas de las fuerzas actuantes sobre la estruc
tura; es un poligono, que a mayor nGmero de lados, més se aproxima @ una curva.

En la Fig. 2.6 se muestra un arco de tres articulaciones, estdticamente determinado y
donde no hay duda sobre la posicién de la linea de presiones, la cual debe pasar por las tres
articulaciones y sus segmentos se deben interceptar a lo largo de la |Tnea de accién de la car
ga P. No existen momentos a lo largo de la [fnea de presiones; el empuje horizontal H &5
fgual al momento de la viga simple de igual claro o luz libre m.s dividido entre la altura ala
Ifnea de presiones en el apoyo.

[ Lineq de Presones
Fa b | o
= Pg
L- : h. i Ms T
H __*L,f‘ f Lt "
RP/‘L | i \RB
B L [ . VB = F—"q
VP\ =Pw [ o L
LT .
M= Ms . Paqg
h 2h
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En la Fig. 2.7 se muestra un arco de dos articulaciones, estdticamente indeterminado
de primer grado; tomando en cuenta que los soportes son articulados, los desplazamientos ho-
rizontales son nulos; lo cual se traduce de acuerdo a los requerimientos de geometria, en que
la suma de los productos de cambios de éngulo, por las distancias respecto a una |fhea que pa
sa por las articulaciones debe ser cero;, por lo tanto la correspondiente linex de presiones de
be ser esquematizada tratando de balancear tales productos. B

Al dibujar en forma aproximada la ITnea de presiones, el empuje o reaccién horizon-
tal en los apoyos puede ser estimado por la relacién entre el momento en la viga simple de
luz libre equivalente, sobre la altura h' referida a la ITnea de presiones en la cima o clave.

2.4.2 EL ARCO IDEAL

Si el arco tiene una forma tal que su eje central coincide con la linea de presiones,
los momentos a todo lo fargo de lo estructura serén cero, siendo esta [a condicién del . arco
ideal; dicha situacién se puede lograr tomando la |Tnea de presiones para la carga muerta, pe
ro es diffcil de mantener cuando intervienen las cargas vivas, porque en tales casos la | fnea
de presiones cambiaré y el arco seguird manteniendo su forma original; por esta razén es que
el arco ideal generalmente se concibe para la aplicacién de la carga muerta.

2.4.3 CURVATURAS

Los tipos de curvaturas empleados en la construccidn de arcos son muy variadasy  su
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uso depende de la aplicacién de la carga muerta, asf como de las dimensiones requeridas pa-
ra la luz libre y la flecha.

Algunas de las curvaturas més conocidas son: |

1) Segmento de circulo: se constituye en el arco ideal, cuando las cargas son aplicadas
perpendicularmente a la estructura. En la Fig. 2.8 se representa un arco circular de
flecha f y luz libre entre apoyos L, cuya ecuacién cartesiana respecto a los ejes coor
denados que pasan por la clave o coronamiento seré: -

L2 + 42 %2 + Y2
Z % S

f L i
Segqmentoe  de Ciceulo
4 RArfce ideal para el sistewa de
carqas indicado ., -
Fig, 2.8
-2) Parébola de 2° grado: es el arco ideal, cuando la carga se distribuye u niformemente

sobre la proyeccién horizontal de la estructura. En la Fig. 2.9 se representa un arco
parabblico de 2° grado de flecha "f" y luz libre entre apoyos "L", cuya ecuacién car
tesiana respecto a los ejes coordenados que pasan por la clave o coronamiento C, se-
ra: '

12 x2
i - Y
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Parabola de 2° grado
4y arco ideal para el
gsisterna de <Cargasg

indicado’

F'-'ia 2.9

Catenaria: es el arco ideal cuando 1a carga acta uniformemente distribuida a lo lar-
go del mismo y né sobre su proyeccién horizontal como en el caso anterior. ‘En la Fi
gura 2.10 se representa una curva catenaria de flecha "f" y luz libre entre apoyos
“L"; la ecuacién cartesiana respecto a los ejes coordenados X-Y cuyo origen estd  a
una distancia "a" de la clave o coronamiento "C" del arco seré:

Y = a. cos h-5
a

siendo "a" la relacién entre la carga axial o fuerza interna H en e! punto "C" o cla-
ve del arco, y la carga muerta que actia sobre el mismo

H

= Wm

cos. h = coseno hiperbdlico
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S — — —— X
a il
k = I
f |
_1 Y
! L. i

Curva Catenaria 4 Qree
ideal para ' el SISt wma
de carg ey nwalicado, -~

Fia. 2.0

4) Catenoide de Strassner: se considera a la carga muerta integrada por dos términos, el
primero constante e igual a la carga en la clave y el segundo variable y preporcional
a la distancic enire el eje del arco y la horizontal de clave. La ecuacin cartesiana
de la curva se expresa en funcién del parémetro "m" que es la relacién de la carga
en el arranque a la carga en la clave y cuyo valor puede ser de uno a infinito, pero
que en la practica no debe pasar de 10. También interviene un segundo parémetro "k
que es funcién del primero "m" (Ver Fig. 2.11). La ecuacién cartesiana seré:

f
Y = ——7 (cos h-Lﬁ-k - 1)

m
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hag

]

p
FP?:\ R = \03‘(m+\]m1-\)

Caterncide de Strassner

Fig 2.1

Curva de Manning: la ecuacién involucra un parémetro Y que define el pérfil; cuan
do este parfimetro es cero, resulta la paréibola ctbica, cuando vale uno resulta la pa-
rébola de segundo grado; para valores superiores a la unidad el eje del arco queda ba
jo la parGbola de segundo grado; no se puede exceder el valor 1.5, porque apareceun
punto de inflexibn en el arranque se desplaza hacia la clave o médida que aumenta

por sobre este [Imite. La curva de la ecuacién no es simétrica y por lo tante  se
opera con la rama de la derecha, la que se duplica por simetria para la izquierda en

forma independiente de la ecuacién, que para los ejes coordenados que aparecen en
la Fig. 2.12 seré:

v =[RE2 0 -y)ER]s
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é)

Si W\ =1 A

Z
&) f
S )_\ =\.5' Punto 'de. inflec.

cidn e@n los
arranques,

Curvq de quning.
Fig. 2.12

Parébola de Chalos: en las ecuaciones para definir la curva interviene un pa rémetro
"€ " que es la relacién entre la distancia horizontal "X" de la clave al punto consi-

. derado y la mitad de la luz libre. La ecuacién cartesiana para los ejes indicados en

la Fig. 2.13 sera:
Y=£(l - £3

X 2X%
siendo & = 050 - T

El angulo formado por la tangente a la curva en un punto cualquiera y la hor izontal,
puede determinarse por la siguiente expresién:

X &
0.51L

Tg. =

4. £

L
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X X
/2 |
i
E = x = 2 X
L/2 -
2.
y= { O -&g7)
Pardbola de Chales
Fig 2.13
7) Curva de Cochrane: la ecuacién cartesiana respecto a un sistema de ejes ¢ oo rdena-

dos, cuyo origen coincide con la clave del arco, se puede expresar en funciénde la
flecha "f" y la luz libre "L". La curva no es simétrica y se opera con la rama de la

derecha, tomando los mismos valores para el lado izquierdo:
4f X f
Y = = [([')2 + 24(%)5[]
1 + T

Existen muchas clases de curvaturas més que tienen aplicacién a las estructyras cur-
vas e incluso en la préctica existen arcos que no siguen ninguna ecuacién mateméatica en su

desarrollo.

I

2.4.4 PERALTE

El peralte de un arco, es el espesor del mismo en una seccién transversal. De acuerdo
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a este concepto los arcos pueden ser de dos clases:

H

2)

Arcos de peralte constante: tienen el mismo espesor en toda su longitud; en tales ca-
s0s un criterio para establecer el peralte es el de F.M. Weld segtn el cual

o L Wy Wm
o= L *15* 706 * 200

donde:
tc = Peralte en pulgadas
L = luz libre entre apoyos en pies

Wm = carga muerta sobreimpueste en la clave en Lbs./pie
Wv = carga viva a lo largo de la luz libre en Lbs./pie

Arcos de peralte variable: son muy comunes en concreto reforzado. Para este caso e-
xisten varias formas de dimensionar el peralte; algunas importantes son:

a) Asumir que el peralte varla de acuerdo a la siguiente relacién
_ X
t = (tc + 5'5)
siendo:

t = Peralte en el punto considerado en pies

tc = Peralte en la clave o coronamiento en pies

X = distancia horizontal de la clave al punto considerade en pies.

b) Suponer que la Inercia de 1a seccién transversal o lo largo del nervio de la es
tructura varfa proporcionalmente a la secante del éngulo oc que forma la tan-
gente al arco en el punio considerado, con la horizontal
I = Jc. Sec.

siendo:

| = Momento de Inercia de la seccién en el punto considerado

le = Momento de Inercia de la seccidn en la clave o coronamiento.

Los criterios (a) y {b) son aplicables particularmente al caso de arcos parabélices.

c) Tomar puntos en los arranques y a 1/4 de la luz libre, para estimar en ellos
los peraltes

t /4 luz = 1.25tc a 1.5 tc,
farranque = 2 tc a 3 f¢
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Mucho més podrfa decirse sobre los arcos estructurales, pero el objetivo de este capl-
tulo no fue hacer un estudio completo sobre los mismos, sino Gnicamente exponer una serie
de conceptos generales sobre dicho tema los que se considera pueden resultar de utilidad en
la aplicacién del método de la Analogfa de la columna en el anélisis de tales estructuras.
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CAPITULOC 3

LA ANALOGIA DE LA COLUMNA

3.1 GENERALIDADES

El método de "Analogfa de la Columna”, resulta sumamente importante en el campo
de la Ingenieria de estructuras ya que reduce problemas complejos de andlisis elasticoa wun
proceso simple y conocido; se aplica a estructuras de una sola luz o claro simple, con tres re
dundantes como méximo, permitiendo el célculo directo de los momentos en cualquier punto
de las mismas, resultando mas ventajoso si dichas estructuras poseen miembros de secciones no
uniformes. -

Segin se ver& més adelante, la Analogfa de la Columna en el sentido de la pal abra,
es una identidod matemética entre los momentos producidos por flexién en un miembro estruc
tural y los esfuerzos en las fibras de la seccidn transve sal de una columna corte cargada ex=
céntricamente, denominada "columna anéloga" o "columna equivalente"; en otras palabras
fa analogla de la columna es un arreglo de computacién usado para resolver diversos tipos de
estructuras estéticamente indeierminadas, o bien para obtener facfores para la resolucién de
otras estructuras, involucra la conocida y familiar operacién de caleular esfuerzos en colum=-
nas cortas y resulta un proceso enteramente mecénico. El método se emplea con mayor fre=-
cuencia en el chlculo de rigideces y factores de fransporte asl como en el anélisis de marcos
y arcos. .

3.2 DESARROLLO DEL METODO

Los principios, férmulas y postulados que rigen el funcionamiento del método de la co
lumna anéloge, pueden ser establecidos de diferentes maneras.
3.2.1 DEDUCCION PARTIENDO DEL METODO DEL CENTRO ELASTICO

Con base en los conceptos sobre el centro elé&stico o punto neutral del Capftulo 1, se

puede representar el momento en un punto cuclquiera A del arco mostrado en |la Fig. 3.1 si se
conoce la posicién del punto neutral en el mismo.
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El momento en el punto A, puede expresarse asf:

Mp = P.a = Mo + Ho.y - Vo.x

Agrupando los efectos de las reacciones en el punto neutral:

Mp = P.a - (Mo - Ho.y + Vo.x) - (3.1)

Puede verse que el término P.a es el momento en A, cuando se suprimen las reaccio-
nes y momento en el soporte N y la estructura se vuelve estaticamente determinada, por * | o
que lo Ilamaremos momento estético determinado Md; mientras que los términos del parénte-

sls, corresponde al momento provocado por las redundantes suprimidas en N y que ahora se su
ponen actuando en el punto neutral; al cual llamaremos momento indeterminado Mi

A Mi = Mo - Ho.y + Vo.x {3.2)
El momento en un punto cual quiera de la estructura vendré& dado por la expresién:
Mx = Md - Mi (3.3)

A confinuacién reescribiremos la ecuacién {3.1) introduciendo los dobles signos para
tomar en cuenta toda posible condicién de carga, tal como se indica a continuacién.

Mx = Md.x{Mo.+Ho.y £ Vo.x) (3.4)

Recordando ahora los valores para las reacciones que actoan en el punto neutral, ya
.deducidos en el capltulo 1:

W _ Mx My
Mo—a— Ho——w



Sustituyendo estos valores en la ecuacién (3.4) resulta:

W Mxy  My.x
Mx = Md £ &~ £ 1)

(3.5)

Puede verse que los términos contenidos en el paréntesis y que represenfan al momen-
to indeterminado M! o momento causado por las reacciones en el punto neutral, corresponden
precisamente a la férmula para determinar los esfuerzos en una columna corta cargada excén
tricamente. La expresién (3.5), constituye la ecuacién general del método de la Analogfa de
la Columna, tomando como ejes de referencia, los ejes centroidales principales. .

Al visualizar una columna imaginaria, de acuerdo a la ecuacién (3.5), se requiereque
el &rea de su seccidn transversal sea A, que es el Grea eléstica de la estructura conjugadadel
arco considerado, mientras que 1x e ly son los momentos de inercia respecto a los ejes XX vy
YY que pasan por el centro el&stico o punto neutral, es decir que la seccidn transversal de
la columna anéloga tiene una forma y longitud igual a la de la estructura original con unan-
cho o espesor igual a 1/El, como consecuencia se deduce que la seccién de Ia columna es an
cha donde la estructura original es delgada y viceversa.

La columna anéloga soportaré una carga uniformemente distribuida imaginaria W, que
seré el Grea el@stica del diagrama de momento estatico Md sobre El, ta! como ocurre en la s
tructura conjugada, para cumplir con la condicién de que el érea de la seccibn transversal es
justamente la de la estructura conjugada correspondiente a la estructura real. Debido a la ex
centricidad de la carga originada por el diagrama Md/El, se producirén momentos respecto a
los ejes centroidales XX e YY.

El momento indeterminado en cualquier punto de la estructura real, equivale ol esfuer
zo en el punto correspondiente de la seccién transversal de la columna analoga, o sea que el
problema de establecer el momento Mi, se reduce al caleulo del esfuerzo en la fibrade una
columna corta cargada excéntricamente. '

En la Fig. 3.2 se muestra un arco doblemente empotrado con una carga concentrada a
una distancia "a" del extremo o apoyo A, al suprimir el apoyo B, la estructura se vuelve est§
ticamente determinada y se induce el diagrama de momento determinado Md/El que se indi=
ca. En la Fig. 3.3 se reproduce la columna anéloge correspondiente cargada con el diagrama
Md/El que se origina de la condicién estbtica indicada en la figura anterior; la carga sobre
cualquier longitud corta ds, serd Md.ds/El y esta carga actuaré sobre una &rea ds/El. En la
Fig. 3.4 se representan: un marco con miembros de peralte no constante y una viga de sec-
cién variable, asf como las respectivas columnas anélogas.
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De los conceptos anteriores, se deduce que en la aplicacisn de la Analogia de la Co
lumna, se hace indispensable volver a la estructura analizada estaticamente determinada, pa
ra asl poder obtener el diagrama de momentos determinados Md sobre EI, cuya éreg serélacar
ga sobre la columna equivalente. Una estructura estéticamente indeterminada, se puede trans
formar en determinada, mediante la supresién de cierto nimero de reacciones redundantes, el
cual depende del grade de indeterminacién, que sabemos no puede ser mayor al tercero. En
realidad cualquier tipo de estructura est§ticamente determinada puede ser seleccionada para
la determinacién de un diagrama de momento estético como quedaré demostrado al estudiar
las aplicaciones del método; por ejemplo un arco de apoyos fijos, puede suponerse cortade en
un exiremo, para reducirlo o una estructura en cantiliver determinada; una viga dob lemente
empotrada puede suponerse simplemente soportada, suprimiendo los momentos de empotramien
to, etc.

La convencién de signos a usar en las aplicaciones del método de la Analogia de | a
columna, asume como positives los momentos que causan compresién sobre el coronamiento o
cara superior de una viga o bien sobre el lado de fuera de un arco eléstico. Los diagramas co
rrespondientes o momentos positivos, acttan provocando compresidn en la columna andloga «
lo largo de la Iinea de aplicacién, mientras que los que corresponden a momentos Md negati-
vos acthan en sentido contrario; los esfuerzos de compresidn en la columna anéloga son consi
derados como positivos y se suman, mientras que los esfuerzos de tensidn son negativos y  se
restan de los primeros. Los brazos de los momentos ocasionados por las cargas elésticas, asTeo
mo las distancias "X" e "Y". de los puntds considerados a los ejes centroidales se toman co-
mo posifivos, si van hacia la derecha o hacia arriba de los efes correspondientes; debe tener~
se en cuenta también, que el momento indeterminado Mi, debe reducir al momento determina
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do Md numéricamente, en el punto donde este Gltimo es un méximo, pues de otra manera | a
estructura determinada tendrfa momentos més pequefios que la indeterminada lo cual es inad-
misible.

3.2.2 DERIVACION DIRECTA DEL METODO

Resulta factible arribar a la concepcién de "Analogla de la Columna”, sin tener que
hacer referencia a las ecuaciones del centro eléstico o punto neutral, pudiendo cumplirse tal

finalidad de diferentes formas; una de estas es la que se expone a continuacién como ilustra-
cién. -

En la Fig. 3.5 se muestra un aro o anillo cerrado de material homogéneo y seccibn
transversal constante en equilibrio bajo un sistema de cargas Py, Py, P3y P4
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Por la accién de estas fuerzas habré corte, compresién o tensién y momento en un pun
to considerado A; en tales condiciones dicha estructura es estdticamente indeterminada, con
mucha semejanza al arco de extremos empotrados; la resultante de tales cargas a cada lado -
de la seccién A, puede ser representada por las fuerzas "F" de igual magnitud y direccién, pe
ro de sentido contrario; el efecto combinado de las cargas externas Py, Py .... ete. y las Fuer
zas internas F es mantener 1a continuidad y el equnllbrlo del aro en la seccisn A.

Si se asume que el aro es cortado en el punto A y que los dos sistemas de fuerzas ac-
toan separadamente, las cargas Py, Py, P3 y P4 motivan en el aro una deflexién externay el
momento esi@tico en una seccidn causado por este sistema se designa por Md; este momento
para una longitud ds en B provoca un giro o rotacién muy pequefia que seré:

Md.ds
El

4@ =

Esta rotacién tiene una magnitud igual a la deflexién angular entre las tangentes  a
los extremos de la longitud infinitesimal ds y se muestra a escala exagerada en la Fig. 3.5. Al
ocurrir el giro d& ' provocado por el momento estatico Md al hacer el corte en A, los extre-
mos |ibres toman las posiciones relativas A' y A". Usando por conveniencia un origen de ejes
localizado en A', las coordenadas del punto B resultan ser x e ¥, mientras que las componen
tes del movimiento del punto A" relativo al A’ son dx' y dy'. (Ver Fig. 3.5).

Siendo d@ ' un éngulo muy pequefio, puede evaluarse asi:

AlA"
d&!' = AR (3.6)

A'A" puede considerarse normal a BA'

Por lo tanto los tridngulos A'BC y A"A'D son semejantes en la Fig. 3.5, por tal razén
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ATB ~ ATAT
IAII
dy' = (%B—)-x
dy' = d&'x
y' =Jde'.x (3.7)
De igual manera:
dx' vy
A'A" T AR

IA"
A dX' = @l_g")y
dx' = d& Ly
x! = {doy (3.8)

Llamando x' e y' a las componentes de la separacién total, y ©' a la rotacién total
debida al momento determinado Md, se pueden escribir las siguientes ecuaciones para el cél-
culo de dichos valores

Md.x.d

y'= [raer = =g 3.9
Md.y.d

x = [y.de: :j—T’;—-’i (3.9)

Considerando seguidamente el efecto de las fuerzas internas F, habré momentos inde-
terminados Mi, esto provocard rotaciones y componentes de traslacién, que son iguales pero
opuestas a las causadas por los momentos determinados Md, 1o que nos permite escribir las si-
guientes expresiones:

Mi.ds Md.ds
BT T S_EI (3.10)
Mi.v.ds Md.y.ds

J E); = - 5 B (3.10)
Mi.x.ds Md.x.ds

f B - El (3.10)
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“Como paso final, se pensard en una columna cuya seccibn transversal situadaen un
" plano horizontal, tiene la forma y diémetro del aro, pero con el espesor igual a 1/El. Supo-
niendo que esta columna, soporta en un extremo cargas de intensided igual al érea del diagra
ma de momento determinado Md sobre El tal como se indica en la Fig. 3.6, las mismas cousa-
vén en una seccidn transversal, esfuerzos unitarios en las fibras con una variacién lineal. Por
conveniencia, asumir que en la columna las cargas y los esfuerzos resultantes son paralelos a
un eje vertical, tomando simultaneamente las cargas debidas al momento estético Md. y loses
fuerzos resultantes "' en la columna, se establece un sistema de fuerzas paralelas en el espa
¢io en equilibrio, que debe satisfacer las tres condiciones de estética -

Fv=0 Mx =0 My =0

Estas, se traducen o las siguiehtes expresiones al sustituir los valores de las fuerzas in
ternas y externas:

f.ds Md.ds
== ) (3.11)
foyds _ Md.y.ds

J 7" El | @.11)

f.x.ds .{Md.x.ds
Bl T El

(3.11)

La comparacién del grupo de ecuaciones (3.11) con el grupo similar (3.10), revelan la
analogfa entre los esfuerzos en la columna y los momentos indeterminados en la estructura ori
ginal, es decir que: '

Mi = f (3.12}

Puesto que el momento real Mx en cualquier punto del aro es igual al momento estéti
co Md menos el momento indeterminado, se puede escribir que:

Mx = Md - f (3.13)

La determinacién de f como ya se sabe no es mas que el célculo de los esfuerzos  en
las fibras de la seccién de una columna corta cargada excéntricamente, resultando que:

_ W Mx.y | My.x
f= AETxE Iy

(3.14)

Siendo Mx y My los momentos ocasionados por la carga W respecto a los ejes princi-
pales centroidales XX y YY de la seccién; Ix e ly, asi como "y" y "X " son los momentos de
Inercia y distancias hacia esos mismos ejes respectivamente. Sustituyendo el valor de f en la
ecuacién 3.13, resulta que el momento en cualquier punto de la estructura serd:

W M, My. x
Mx = Md - (F + lxl+ )i/)'

) (3.15)



48

La expresién onterior, como ya se dijo, es la ecuccién bésica de la analogfa de la co
lumna y coincide con la ecuacién (3.5) obtenida al derivar el método a partir de las ecuac:o
nes del centro el@stice o punto neutral.

En resumen, puede decirse que para el célculo de momentos en una estructyra estatica
mente indeterminada por medic del método de la analogfa de la columna, se efectban los pa-
sos siguientes:

b Por medio de una seccién de corte, punto de giro u otro artificio similar, producir una
estructura estdticamente determinada.

2) Caleular los momentos estéticos denominados Md debidos al sistema de cargas aplica-
do y plotear los diagramas Md/El correspondientes.

3) Usar estos diagramas como un sistema de cargas sobre una columna anéloga, cuya sec
cién transversal tiene la forma y longitud de la estructura analizada conun espesor

1/El.

4) Calcular los esfuerzos f en las fibras de la seccién transversal que corresponden a los
punfos investigados en la estructura origina!, siguiendo rigurosamente la convencisn
de signos estudiada.

5) Combinar los momentos estaticos Md en la estructura deferminada, con los esfuerzos
f en la columna anélege para determinar el momento real.,

3.2.3 MIEMBROS ARTICULADOS

Frecuentemente se presenta el case de que el miembro analizado contenga un punto
de giro o articulacién, tal condicién implica que la rigidez en este punto debe ser igual a ce
ro; la rigidez relativa de un miembro se define como la relacién del momento de inercia de
su seccidn transversal, sobre su longitud (K = /L), es decir que si la rigidez es cero en la ar
ticulacién, el momento de Inercia también lo serd. Tomando en cuenta que la columna analo
ga tiene un espesor de 1/El, resulta que su anchura se vuelve infinita al ser | = 0. Siendo €l
ancho de la columna anéloga infinito en una articulacién, el Grea de la seccidn transversal
tamblén valdré infinifo y por consiguiente el término W/A de la ecuacién (3.5) se vuelve ce

. El centro de gravedad o centroide del miembro se sitia precisamente en la articulacién,
yq que en ese lugar se localiza unc Grea infinita concentrada en un punto.

Si la estructura enalizada tiene dos articulaciones, los centroides de los miembros que
las contienen en la columno andloge, coincidirén con las mismas, los momentos en estos pun-
tos serén cero y la Ifnea aue pasa por ellos seré el eje neutro de la seccidn,

Todos los eenceptos anteriores serén aclarados al entrar al estudio de las aplicaciones
practicas del métode en los artfeulos siguientes.



\

49
3.3 - 'APLICACION A VIGAS DE SECCION CONSTANTE

El uso de! método de [a analogfa de la columna, para el célculo de momentos ocasio-
nados por un sistema de cargas aplicado en vigas de seccidn constante o prismética ser§ estu-
diado a continuacién; e! problema no presenta mayores complicaciones y se reduce al célcu-
fo de los esfuerzos en los puntos correspondientes de la columna anéloga, debiendo seguir la
convencién de signos; los momentos reales se establecen por [a ya conocida ecuacién  Mx =
Md ~ Mi explicada anteriormente. Para ilustrar estas situaciones, se desarrollan a continua-
cién algunos casos importantes.

EJEMPLO

Por medio de la analogla de la eolumna, calcular los momentos en los extremos de la viga de
apoyos fijos de la Fig. 3.7, considerando Gnicamente el peso muerto de W kip/pie, siendo El
constante y la luz libre "L",

W kip / Pie
A 2 E B
L |
an -
El Constante
ANALISIS Fia. 2.7

La estructura puede volverse estaticamente determinada, por supresidn de los momemtosde em
potramiento, tal como se indica en la Fig. 3.8

Por ser carga uniformemente distribuida, el diagrama de momentos Md ser@ una parébo
la de 2° grado, el Grea el&stica de este diagrama sera:

2 W.L2
W=z (gL

_w.?

12

El diagrama de momento Md sobre El de la viga simple, debido a la carga un i forme-
mente distribuida W, se aplica a la secciédn transversal de la columna anéloga, cuyas dimen-

sfones son L y 1/El (Ver Fig. 3.8)
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. W Kip /pie
p HLHHHHHEH &
g L -
Ra =WTL Re,-w.aL
Viga Simplemente soportada
R z
wl Mo
| i |

AR
Diqa(‘qmq de "Mowmento eztat\co Ma,

!

!

L.

S eccian 'ti‘qnsveirSC\\ de \a
Ca\vmna an\ogq

Fie. 3.8

La carga del diagrama serd contra la columna, porque el momento estatico Md es po-~
sitivo ya que provoca compresién en la cara superior.de la viga simplemente apoyada o seala
estructura estéticamente determinada.

La resultante de la carga del diagrama Md actia en el centroide delaseccion trans-
versal de la columna anélega y por lo tanto el esfuerzo f es constante
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El momento real en el extremo A 6 en el B ser:

MA=MB=Md;NI\CE2
=0- 5~

w.L2
S My =M= -

El signos menos para Mp 6 Mg, indica que los momentos de empotramiento en los ex-
tremos, provocan tensién en el lado superior de la viga,

Una solucién alternativa, puede ser la de volver la estructura original estaticamente
determinada, suprimiendo el apoyo B y considerando la viga como un voladizo empotrado en
Ay libre en B, siguiendo luego los mismos pasos para la aplicacién del método.

EJEMPLO

- Por medio de la analogia de la columna caleular los momentos en los extremos de la viga do-
blemente empotrada de la Fig. 3.9, considerando Gnicamente la carga concentrada P.

P
::: =
A S s B
L2 b |
T z
- |
-

T

El = Constante

Fig, 3.9
ANALISIS
La estructura puede volverse estaticamente determinada, suprimiendo el apoyo A y consideran

do la viga como un voladizo libre en ese punto y empotrado en B, tal como se indica en |f|
Fig. 3.10. s

El diagrama de momento estético Md tendré forma triangular y la resultante de!  drea
el&stica actuaré a una distancia b/3 del extremo B, tal resultante o sea el valor del 4rea se-
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ra:

] P.b2
W =3%hb.Pb = 5

Esta carga del diagrama Md/El seré ascendente a! actuar sobre la columna anél oga,
ya que el momenic Md es negativo porgue proveca tensibn en la cara superior de la viga en
voladize o sea lo estructure estéticomente determinade.

P.

ANONAS
(81

a b

s
|
|
H
i
{
|

Estructurg  €atdticommante determinada

-1

f oy

s D
l‘ a ~ J_

. Aot
D\qarq-mq de yYromeaento| €STatico M4,

|

|
| .
A 97};"’/777%7777777}7777777777777/7/A B
L ]

i

+ o~
Seccidn tf‘anVE\“S:A\ de  la

Coluwm rna F\nq\cgq

1 /ET

Fig, 310
En este coso la resuitante de la carga del diograma Md/Fi no actta en el centroile
de la seccidn transversc! de la columna ondlege, por fo que se induce un momento respecte al

eje XX debido o la excentricided . (Ver Fig. 3.10).

El esfuerze f en un punte cualquiers de la seccion fransversal de [a columna, secéli
la asf:

F e——

n
>s

W.e.¥
Ix
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Pb2 P2 L b, L
(-7g7) (-7EPE-3(-73)
fA = 1 + 3
& ToE
_pPb2  3pb2 p.b3
fA=-2C* 0 - 12
_ P.a.b2
W 2 2
P.b Pbs I b L
Oz O-2EG - 36)
fB = T + 3
(EI) T2ET

. Combinando |os momentos determingdos Md con los esfuerzos en los extremos de la co
lumna se obtienen los momentos reales.

En A:
P.a.b?
Mp = Md - fo =0 - ( ¥ )
P.a.bZ
MA = - _.[.f.._.
En B:
Pb3  2p.b2

Mg = Md - fg = -Pb - 5 - =
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El signo menos para My 8 Mp indica que los momentos de empotramiento provo can
tensién en la cara superior de la viga.

EJEMPLO

Por medio de la analogfa de la columna, calcular el momento en el extremo A de la viga de
la Fig. 3.11, considerando Gnicamente la carga concentrada P. El es consiante, la luz libre
es L. El extremo A es empotrado, mientras que el B es simplemente apoyado.

P
A3 8
S .
| Q N
- e
L... i
- .

El = Constawte
Fig. 2.1

Puede verse que esta viga contiene yn punto de giro y por consiguiente el cen troide
de la columna anéloga coincidira con el mismo, siendo el Grea de su seccisn transversal infi-
nita.

La estructura se vuelve estdticamente determinada suprimiendo el apoyo B y consids-

rando la viga como un voladizo [ibre en este punfo y empotrado en A, tal como se indica en
fa Fig. 3.12.

El diagrama de momento Md/El seré triangular, la resu!tante o érea elastica del mis-
mo actuaré a una distancia o/3 del extremo A y tendra un valor
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P .
Estructure esStdticamente determinadd

F.a

Qrs3 e
-
W

Diag ra ma de -mewmenio Md,

L s

| /EL Vi il

_ |
-
I %
Seccidn trangSversal de Iq
Coluvnva F\né\'\aaa
Fig 3.2

El diagrama de momento Md sobre El de"la viga en voladizo se aplica como carga so-
bre la columna anéloga y con direccién ascendente, ya que al igual que en el caso anterior
el momento Md es negativo. '

Existe un momento respecto al eje XX debido a la excenfricidad de la carga W. (Ver
Fig. 3.12).

El esfuerzo f en un punto de la columna anéloga seré

_W Weuy
f_A+ Ix
pero :\l=0
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3E y=-1L

i

Ix

Sustituyendo valores:

Pal
(- 380G - L)L)
fp = 3
(gﬁ)
Pa3 3 ch2

Combinando el momento estatico Md, con el esfuerzo, obtenemos el momento real en
el extremo empotrado A.

MA = Md - FA
C pg (P.a‘?' 3 P.qz)
22 "7 1
P.a.b
My = - L+ b)
A 212

E! signo menos indica que el momento tiende a provocar tensidn en la cara superior
de la viga. -

En las vigas consideradas anteriormente, puede verse que la direccitn y posicién de
los ejes principales en la seccidn transversal de la columna anéloga, han quedadodetermina -
dos por simple inspeccidn, ya que las mismas tienen dos ejes de simetria que coinciden con
los primeros.

3.4 APLICACION A VIGAS DE SECCION NO CONSTANTE

Para estos casos la longitud transversal de la columna anéloga es siempre igual @  la
longitud de la luz libre de la viga considerada y el ancho es igual a 1/El. Puesto que los va
lores de El cambian a lo largo de la luz, el ancho de la seccisn de columna anéloga cambia
consecutivamente. Los diagramas de momento esttico Md sufren alteraciones al ser divididos
sobre la constante El, ya que la inercia varfa a lo largo de la viga; tal situacién dd lugar a
que los esfuerzos en [a columna equivalente varfen respecto a los de otra columna correspon-
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diente a una viga de igual luz iibre y sometida al mismo sistema de cargas, pero de seccién
transversal constante.

A continuacibn se gnalizan algunas vigas de seccién variable por medio de la anale-
glo de la columna.

EJEMPLO

Aplicando la analogla de la columna, calcular los momentos de empotramiento y al centro de
la luz, en ia viga de seccién no constante de la Fig. 3.13.

8,000 LbS,

ld e |2d
P\g f L 7 E B
I 1.
[ 12 12! i
~ T |
Fig. 3.13

ANALISIS

No es necesario conocer los peraltes reales de las secciones de la viga y bastan los valores
relativos, para establecer los espesores relativos de la columna anéloga tal como se indica a
continuacidn;

1/El = espesor de la columna anéloga

1 d3
h=1 WER =13

] 843
lg = 15 (1)2d)° = 75

Inercias relativas:

3
= G

12 8d3
I = G3E7) = 8
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Espesores de columna andloga relativos

1 8E _
By~ EM 8
J _ 8 _
El, ~E@) T

]
La estructura se vuelve estaticamente determinada suprimiendo el apoyo A y suponien
do a la viga como un voladizo |ibre en este punto y empotrado en B, tal como se muestra en
lg Fig. 3.14.

El momento Md en el puntfo B sera:

Md = 8,000 x 12
96,000 Lbs.-pie

Las propiedades de la columna anéloga serén las siguientes:

A = Ared de la seccién transversal
12 x8+12x1 =9+ 12
A = 108.

La direccién de los ejes principales al igual que en los casos anferiores es conacida
ya que existe un eje de simetrfa que seré el XX.
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8,000 Ly,

A ld Jclad

TITITIHAT

Vic_\q estéticq mente determinadg,

\i :Eq 6,000

, .
D'\qgrqmq dae Yrormenlo estatico Md.

I'd
Coluwine an\ogq

Fig. 3.4

La coordenada X del centroide respecto al extremo A se célcula en la formasiguiente
(Ver Fig. 3.14)

26 x 6 + 12 x 18

X = 108

X = 7.33'

El otro eje principal, pasaré por el centroide y es perpendicular al eje XX de sime-
tela. ‘ |
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La carga del diagrama de momento estético Md sobre El, seré:

F

i

W = -96000 x 12 x 0.5 + 1

-576,000

Esta carga provoca momentos respecto al eje YY, debido a la excentricidad "e '; no
existen momentos respecto al eje XX, ya que el mismo coincide con la linea de aplidacién -
del diagrama Md sobre El,

La excentricidad e respecto al eje YY seré:

e =24 - 7.33 . 12
3
e = 12.67 pies

El momento respecto al eje YY sera:

My = W.e = -576,000 x 12.67
= -7,290,000
El momento de Inercia respecto al eje YY se célcula en la forma siguiente (Ver Fig.
3.14).
! 3 2
l, = 77 (N(12)” + (12)(10.67)
‘ 3 2
* 17 ©)(12)° + (96)(1.33)
l, = 2,831

Con los valores anteriores, pueden calcularse los esfuerzos en los puntos A, B y Cde
la columna andloga, tomando en cuenta que la carga del diagrama Md actGa hacia arriba o
sea en forma ascendente, debido a que el momento estatico Md es negativo por causar tensién
en kb cara superior de la viga.

Los esfuerzos en la seccién de la columna anéloga serén como sigue:

W My.x
=+

Extremo A:

_ (-576,000)  (-7,290,000)(-7.33)

fa 13,600 Lbs.~pie



(~576,000)  (-7,290,000)(16.67)
=18 ° 2,831
fb = ~48,000 Lbs-pie
(e = £576,000) (=7,290,000) (4.67)
¢=7e  * 7,831
fe = -17,300 Lbs-pie.

Puede notarse que pese a estar calculando esfuerzos unitarios en la seccién transver-
sal de la columna andloga, los resultados se dan en Lbs-pie que son unidades de momentos, es
to obedece a que las cargas elésticas no se expresan en Lbs. sino en Lbs~pie2/El, que es pre~
¢lsamente el artificio empleado en la analogla de la columna. Les esfuerzos fy, fy y fe son
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los momentos indeterminados para los puntos analizades en la estructura real. Combinande los
momentos estiticos con los esfuerzos o momentos indeterminados, se obtienen los momentosrea

les:
M = Md-f
Ma = 0 - 13,000
Ma = -13,000 Lbs-pie
Mg = -96,000 - (-48,000)
Mg = -48,000 Lbs-pie
Mc = 0 - (-17,300)
= +17,300 Lbs-pie
EJEMBELO

Aplicando la analogfa de la columna, calcular los momentos en los extremos de la viga

de

seccidn no constante que aparece en la Fig. 3.15, considerando el peso muerto de 6 kip por

ple lineal y una carga concentrada de 40 kip a 12' del extremo A.

&0 N\F
I‘—L" G Kip/Pie
S E
F\ L_.__....._%'
1531e le. 2Ilc E
L 9t !" & l'lr‘ q‘
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ANALISIS | : '

Como los espesores de la columna anéloga 1/El pueden ser relativos, dado que el diagrame
de momento estatico Md también tiene como denominador El, se asumirg un valor El = 1; por

consiguiente |os espesores de las secciones de la columna andloga, tal como se indica en | @
Fig. 3.16 serén:

1.2 1 L
53, T=1 7%

El &rea de la seccién transversal de [a columna anéloga serd

2 ]
A= (9)3) + 18(1) + 9(z)
= 28.5

- Lo direccién de los ejes principales es conocida, dade que existe un eje de sime tria
XX; para establecer la posicién del centroide de la seccisn y el otro eje principal YY que se
ré perpendicular al eje XX, nos valdremos de un eje auxiliar Y'Y' que pasa por el centra de
la luz, tal como se indica en la Fig. 3.16; la coordenada X del centroide al eje Y'Y' seréa:

(6)(=13.5) + (18)(0) + (4.5)(13.5)

X = 8.5

X = -0.7]

El momento de inercia respecto al eje YY sera:

&) B
ly = EW' + (6)(12.79)2 + ,(_‘l%i
@)

+ (18)0.71)2 + o + (4.5(14.21)2

Iy = 2,456.2

La estructura se vuelve estéticamente determinada suprimiendo los momentos de empo
tramiento en los extremos A y B resultando asf una viga simplemente soportada.
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Cg\um\nq F\Y‘\Gﬂcaq

Fis. 216

Para establecer los diagramas de momento estatico Md, se tomarén por separadola car
ga muerta y la carga concentrada de 60 kip. Los diagramas de momento estitico Md, asl co-
mo los de momento estético sobre la constante El aparecen en la Fig. 3.17 y los correspondien
tes a la carga concentrada en la Fig. 3.18.

Las reacciones en los apoyos para la carga muerta serén:

6 x 36 )
Ry = Rg = > = 108 kip

Los momentos para la carga muerta a 9', 18' y 27° serdn:

Mgr = (108)(9) - (6)(9)(4.5)
= 729 kip-pie
Mig: = (108)(18) - (6)(18)(9)
= 972 kip-pie
Moz1 = (108)27) - (6)(27)(13.5)

729 kip-pie
Las reacciones en los apoyos para la carga concentrada serén:

(60}(24)
.RA = _33@"' = 40 kip

B = -——-—-—(603)92) = 20 kip



Los momentos para la carga concentrada a 9', 12" y 27" serén:

M9| = 4‘0 x 9 = 360 kip"‘PiE
Mior = 40 x 12 = 480 kip-pie
Moz = 20 x 9 = 180 kip-pie

& Kip/pie

SRRRRIRRILRRRRNRIIRINY

‘ q‘ ‘B -
08 Kip * T ic8 =p

A B

Estruciura estoticaynente deter minadq

N

£

a2

Diagramg de ™womento Md /EL

F'-'\st 17

Para cargar la columna anéloga con los diagramas de momento Md sobre El, estossedi
vidirdn en tres partes; las cargas Pys Py, Pg corresponden al diagrama debido al peso muerto.
Los valores para Py, P,y Pj serén:

9

Area (abc) = Og (108.x - 3x2).dx
Area (abc) = 3,645

2 2
P1 = 3 (Area abc) = (3)(3,645)

Py = 2,430
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1 ,
P3 = 5 (Area abc) = (%)(3,645)

Py = 1,822.5

El valor de Py seré el Grea total del diagrama parabélico menos las areas abe y def de
fos extremos (Ver Fig. 3.17), que son iguales.

Py = (%)(972)(36) - 2 (&rea abc)

= 23,328 - 2 (3,645)
Py = 16,038

El momento del &rea (abc) alrededor de un eje vertical que pase por A seré:
9

K (108.x - 3x2)(x).dx

Q

21,323.25
La distancia entre el centroide area (abc) y el soporte izquierdo seré:

Mom. 21,323.25 .
Area 3,645 = 3.85

El diagrama de momento Md/El debido a la carga concentrada ser§ el érea P del
triéngulo de base 36 y altura 480, menos los dos friingulos pequefios representados por Py vy
Pg (Ver Fig. 3.18).

1
P5 = (5)(36)(480) = 8,640
La localizacién de P5 a partir del soporte A se puede calcular asf:

— L+a 36+ 12
X ==g—-= 3 = 16

El valor de los trigngulos pequefios Py y Py seré:

Py = ()9)(120) = 540

]
Pe = GHPHF0) = 405
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En la Fig. 3.19 se indica la forma en que actlan todas las cargas sobre la columna

anéloga, asf como su posicién exacta,

\ GO kip
2
A 'J\ l L E
, \ g \
aorip 4 | 18 1. 20 wi
| T I e
Estructum  estdricammente deter minadaq
|
1480 !
RA&0 ] {
o 80
o P ! &

Diqgrqmq de “momento asté‘tit‘-c Mg

480

Diqgrqmq de momento Md /ET

Fig. 3.18,
P P Pa
2430 16,038 1822.5
1 ! ‘ | } i
=88 | S I 12,15 EBS
| P
L1 Iy l |
] f
QM)
1S
240 B,el"ro 40%
4 i 4 i
| \ | |
ré'ﬂ ‘o' y 14 e_J
i
l IF |
\
Y2
:avEJe YY
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La carga total aplicada o fa columna seré:

W

=P+ Pp+P3-PytPs-Pg
= 2,430 + 16,038 + 1,822.5
-540 + 8,640 - 405
W = 27,985.5

£l momento provocado por las cargas alrededor del eje YY o el centroide de la sec~
cibn serd:

My = (2,430)(-11.44) + (16,038)(0.71)
+ (1822.5)(12.86) + (-540)(-11.29)
+ (8640)(=1.29) + (-405)(12.71)
My = =27,799.2 + 11,387 + 23,437.4
+ 6,096,6 - 11,145.6 ~ 5,147.6
My = -3,171.4

El momento indeterminado en A o sea el esfuerzo f4 en este punto de la columna ané
loga ser&:

ok

27,985.5 . (~3,171.4)(-17.29)
2,456.2

ol ;%o ;
fa = 1,004.2
. El moments Indeterminado en B, o sea sl esfuerzo f en este punto de la columna, se~
ré:
fy = 22%%53 N (-3,17’1.4)('13.71)
fg = 957.8

Los mom entos determinados Md son cero en los extremos A y B de la viga gnalizada y
por lo tanto los momentos reales en estos puntos serén:

Mg =MD - M
=0 = (1,004.2)
" Mp = =1,004.2 kip-pie
Mg = Md - Mi
=0 - {957.8)

-957.8 kip~pie
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EJEMPLOC

-

Por el método de la analogfa de la columna, calcular los momentos en los extremos de la vi-
ga acartelada de la Fig. 3.20.

) O I‘:'l’:
8O
L
E; 4 gA ] E%.i_al
TS < EF
1o =
L ‘40‘ -
! - -
F'\g 3.20

ANALISIS

Como primer paso habrd que dividir la cartela en segmentos de {ongitud constante; en este ca
so se tomarén cuatro segmentos con longitud de 2.5' (ver Fig. 3.21). Asumiendo que la iner—
¢la para el peralte de 3' es |a unidad, se calculan las inercias relativas en los centros de ca-
da tramo, asf como también los inversos de las inercias 1/1 y los incrementos de Grea dA para
la seccidn transversal de g columna anéloga, que serén iguales a la longitud del segmento so
bre la inercia relativa; ademas caleular las distancias X gl extremo A o partir de los centroi~
des correspondientes y determinar el centroide de la seccidn de columna respecto a A, sabien

do que estd situado sobre el eje de simetria {(Ver Fig. 3.21). Los célculos se tabulan en la ta=
bla 3.1.

Tabla 3.1
Sect. Long. l. Rel. 1/l dA X X.dA | X2.dA + Iy
1 75 3.989 0.052 | 0.63 [ 125 0.79 1.0
2 2.5 2.843 0.352 | 0.88 | 375 3.30 7.4
3 2.5 1.953 0512 | T1.28 | 6.25 [ B.00 50.0
3 7.5 .27 0787 [ 1.97 [ 875 17.23 1509
5 30.0 T.000 1000 | 30.00 | 25.00 | 750.00 7,250.0
B ' 18,750.0
3175 779.33 | 21,2143

La Gltima columna de la tabla 3.1 indica los momentos de inercia respecto al extremo
A, més los momentos de inercia respecto al eje perpendicular al eje XX de cada sector, sien-
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do estos Gltimos despreciables en los segmentos de la cartela. N
La columna equivalente puede suponerse de un ancho 1/1 eliminando el médulo de
elasticidad E, ya que este término aparece también en el diagroma Md/El. De acuerdo a la

Fig. 3.22, la coordenada X del centroide de la seccitn transversaf de la columna respecto al
extremo A serd:

_ 779.33
X =795
X = 22.42

El momento de inercia respecto al e]e centroidal resulta:

ly = 21,214.3 - X2.A
= 21,214.3 - 34.76 (22.42)2
= 21,214.3 - 17,472.3

ly = 3,742.0

La estructura se vuelve estGticamente determinada, suprimiendo el apoyo A y conside

rando a la viga como un veladizo libre en este punto y empotrade en B tal como puede verse
en la Fig. 3.21.

10 Kip

<0

i

AR S
1 |
o' | 30
) T /. ]
Estruc tura estaticamente determinadg -

TRTITIET
(P

200
. _ .

D'\qarqmq de yno mentd estatice Md,

Fig, 3,21\
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La carga sobre la columna andloga seré el area del diagrama triangular ocasionado
por el momento estatico Md en la estructura determinada y serl negativa debido a que tal mo
mento induce tensién en la cara superior de la viga:

W = - 5 (200)(20)

W = -2,000

La carga provocard un momento alrededor del eje YY:

My

-2000 (40 - 22.42 - 6.67)
My '

-21,820

Calcular los esfuerzos en los puntos A y B de la columna, que serén los momentos in=
determinados en la viga redl

(-2000)  (-21,820)(-22.42)
fA = 3275 + 5742

fa = 73.2 kip-pie

_(-2000)  (-21,820)(17.58)
fo =337 + 3,740

fg = =160 kip-pie

Los momentos reales en los extremos A y B serén:
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Mp = 0 - (73.2) ‘
Mp = -73.2 kip-pie .
Mg = -200 - (-160)
= -200 + 160
Mg = -40 kip-pie

3.5 CALCULO DE RIGIDECES Y FACTORES DE TRANSPORTE
Recibe el nombre de Rigidez absoluta en el punto A, de un miembro estructural AB, el
momento que debe ser aplicado en este extremo, para que la tangente a la curva eléstica en

tal punto gire un radian, cuando el extremo B estéd’fijo o empotrade.

El factor de transporte de A a B se define como la relacién del momento que se produ
ce en el extremo fijo o empofrado B al momento aplicado en el extremo A.

En ambos casos no se produce traslacién en los extremos.
EJEMPLO

En la viga de seccidn constante de la Fig. 3.23, calcular el factor de transporte de Aa B,
asl como la rigidez absolut, aplicando la analogfa de la columna.

A )
T

IR

L.

—
EL = ConsStanie
Fig 3.23

DESARRQOLLO

Al cargar a la columna equivalente con el diagrama de momento Md sobre El, se esté colecan
do la variacién angular a lo largo de la estructura original, sobre la seccién transversal; por
lo tanto al girar Gnicamente el exfremo A un angulo A, habré que colocar sobre lacolumna
una carga concentrada de & en el punto A. En la estructura no hay momentos estéticos Md,
ya que no hay cargas que fos provoquen y Gnicamente existen los momentos ind eterminados
Mi que se inducen con el giro en A. La carga & 4 sobre la columna anéloga causa un momen
to respecto ol centroide de la seccidn transversal, siendo los esfuerzos en los puntos A y B,
los momentos indeterminados Mi. (Ver Fig. 3.24).
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TR
P

Estructyra  Ofiginal gqirada  un
dnqulo Bp en A,

“f’!'

Columwnq eq\.\ivq\eh'te.
F'\s. 3.24
Los esfuerzos en A y B seran:

o _Ba B /26l
AT LELT a/Ene3/12)

4G A Bl
——-—r-—-—_MA

=
I

o . 0a Oa a0
B = L/EL ™ " (1/EN(L3/12)

2. Ua.El
fB = - —L—- = MB
La rigidez absoluta en A, ser& el momento en este punto, cuando el giro O seade 1
radién: :
4
Ka =T

El factor de transporte serd la relacidn entre Mp y Ma:
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Mg 2E8.8aL
Mp~ " TaEB "2

EJEMPLO

Determinar la rigidez en el extremo A, asf como el factor de transporte de A aBenla viga
acartelada de la Fig. 3.25.

»

_L-:-IA B '_:j_L |
é/ T
1._. 40! j
| ™
F'\a, 3.25%

A=3427 Iy = 342
EI , El
Colu mna an\oaq
F'\a .26

SOLUCION

Para establecer la rigidez absoluta en A, debe hacerse girar tal punto un radién, lo cual co-
mo ya se sabe, implica colocar una carga unitaria sobre la columna anéloga correspond i ente,
tal como se indica en la Fig. 3.26.

Puede notarse que la viga es igua! a la del ejemplo 0ltimo del articulo 3.4, porlo que
de aqiT obtenemos las caracteristicas para la seccién transversal de la columna anéloga, cons
tHtuyéndose los esfuerzos en los puntos A y B de fa misma, en los momentos inducidos en tales
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puntos en la viga real, por el giro unitario en A de tal manera que:

W My.x

MA = fA = A + Iy
1 (1)(-22.42)(-22.42)
- PATEE T 3742/E

: Ma = 0.163 EI
.o (1)(-22.42)(17.58)
My = T76/B + — 3742/E
Mg = -0.0766 EI

La relacién entre Mg y Ma seré el facter da transporte:

Mp _ (-0.0766 EI)
Mp = ~O.163 87 - 0.4

Debe hacerse notar que todes los ejemplos considerados en este capftule, fueron casos
especiales ya que siempre existfa por o menos un eje de simetria en la seccién transversal de
la columna anéloga, por lo que se conocfa la direccién de los ejes principales y ademés Gni-
camente existian momentos respecto al eje transversal, ya que el longitudinal siempre coinci
did en toda su longitud con la carga elastica aplicada; pero estas sifuaciones no son las mé's
comunes en el andlisis de arcos, como se veré en el capltulo siguiente.
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CAPITULO 4

ANALISIS DE ARCOS POR MEDIO DE LA ANALOGIA DE LA COLUMNA

4,1 GENERALIDADES

En el capftulo 2 se dijo que la condicién principal para que una estructura pueda ser
considerada como un arco, es que ésta origine reacciones horizontales en sus apoyos, bajo la
accién de un sistema de cargas aplicado, aceptindose como condicién adicional, lag curvatu-
ra de dicha estructura, aunque tal situacién no es absolutamente indispensable, puesto que un
miembro curve de cualquier forma, puede suponerse integrado por un nimero finifo de segmen
tos, cada uno de los cuales tiene un momento de inercia constante y a medida que aumenta el
nGmero de estos, més se aproxima la forma del miembro a una curva. Por esta razén puede de
cirse que los marcos rigidos son arcos simplificados con solamente tres miembros finitos; por
consiguiente, antes de entrar a analizar estructuras curvas, se tratard el caso de los marcos
rlgidos, ya que son una clase especial de arcos.

4.2 ANALISIS DE ARCOS

Se dice que un arco estéd completamente analizedo, cuando los empujes cortes y mo -
mentos en cualquier seccién perpendicular al eje del arco son conocidos. El empuje es la fuer
za fotal que actiia en una direccién perpendicular a la seccién transversal considerada, y en
su centroide; el corte es la fuerza total que actla en direccidn paralela a esta seccién, mien
tras que el momento ocurre alrededor del eje centroidal horizontal de la seccién transv ersal,
Resulta evidente que el empuje, corte y momento en cualquier seccién de un arco, pueden
ser determinados facilmente por las leyes de estatica, si las reacciones en los apoyos son cono
cidas, es decir que el andlisis de un arco se reduce a determinar el valor de las reacciones y
momentos en los apoyos. Para el caso de cargas vivas la mejor forma de ejecutar el anélisis
es construyendo las |Tneas de inflyencia para las reacciones y momentos en |os apoyos.

Las cargas a considerar en el andlisis de arcos son de dos clases: horizontales y verti
cales. Las primeras pueden ser por viento, temblor, empujes de tierra, etc., mientras que las
segundas son de dos clases: cargas muertas y cargas vivas.

~ Ademés de los efectos provacades por un sistema de cargas que actia sobre un arco,
existen ciertos factores que al igual que el primero, ocasionan a lo largo de la estructurag,
una serie de momentos flexionantes y por consiguiente influyen en el anglisis de arcos; algu-
nos de estos factores son:

1) Variaciones de temperatura: ocurren en el medio ambiente y a las mismas estén ex -
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puestas los arcos; pueden ser aumentos o disminuciones de temperatyra. En nuestro
medio se aceptan variaciones de t25°F,

2) Flujo Plastico y Fraguade. Estos efectos tienen lugar en arcos de concretoreforzado y
aunados pueden considerarse como aproximadamente equivalentes a una disminucién
de temperatura de -15°F aunque esto depende de Ias propiedades de la mezclade con
creto.

3) Acortamiento por carga axial: se deben a los esfuerzos axiales internos que se origi-
han por las cargas que soporta el arco.

4) Desplazamientfo de apoyos: pueden ser verticales y atn horizontales, por las reaccio-
. .nes que en tal sentido se inducen en los arcos; ocurren debido @ malas condiciones de
cimentacién de los suelos.

.. Enlos articulos siguientes se procederd a analizar algunos arcos sujefos a diversos sig
temas de cargas por medio de la analogfa de !a columna.

4.3 MARCOS RIGIDOS

Son estructuras compuestas de columnas que pueden ser verticales o inclinadas y vi=
gas que o su vez pueden ser horizontales o inclinadas, debiendo cumplirse la condicién de
que el ngulo entre dos miembros consecutivos se mantenga inalterable, cuando el marco estd
sujeto a un sistema de cargas o a la accién de agentes externos, es decir gue tebricamente no
existe rotacién en los nudoes, de donde se origina el nombre de marcos rlgidos, aunque  sus
miembros por supuesto se comportan el&sticamente y sufren deformaciones por flexién. Los mar
cos pueden dividirse en dos grupos que son simétricos y asimétricos. -

4.3.1 MARCOS SIMETRICOS

Son los que tienen un eje de simetrla, el cual se refiere Gnicamente a la geometria
del marco y no a los sistemas de cargas aplicadas. Los marcos simétricos pueden ser articula=
dos si existe giro en los apoyos, o bien empotrados cuando éstos no tienen movimiento; los mar
cos simétricos pueden ser analizados por la Analogfa de la Columna; como existe un eje de si
metria, se conoce la direccién de los ejes principales, yo que uno de estos es el propio ejede
simetrfa, mientras que el otro eje principal seré perpendicular al primero.

Los esfuerzos sobre la columna anéloga en cualquier punto de su seccién transversal,
seréin los momentos indeterminados Mi en el marce original y pueden ser calculados sin d i fi-
cultad por la expresién (1.31), una vez establecida la posicién del centro elstico.

Los marcos simétricos al igua!l que los asimétricos, frecuentemente contienenmiembros
inclinados, que en la seccién transversal de su columna anéloga, presentan la forma mostrada
en la Fig. 4.1 y para los que se hace necesario calcular el momento de inercia respecto a los
ejes centraidales XX y YY, o bien respecto a los ejes X'X' y Y'Y' que pasan por los exfre-



mos.

Fia, <.

El momento de inercia respecto al eje XX puede calcularse en la forma sigufente:

L
2
Ix = J yzndA
L
"2
1 dh
pero: dA = dh. () = Ff
y = h.cos ©
sustituyendo valores:
L
2 dh
= (h.cos © )2 g7
_k
2
. x = L3.c0528
* T TT2E

de acuerdo a la Fig. 4.1

a = L.senT
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b = L.cos¥
P
= T2E

En igual forma pueden establecerse:

momento de inercia respecto al efe YY:

momento de inercia respecto al eje X'X'

o Lb?
L T

momento de inercia respecto al eje Y'Y

L.c:2

- 3

ly

A continuacién se analizan algunos marcos simétricos por la analogfa de la columna.

EJEMPLO

Analizar el marco de apoyos fijos mostrado en la Fig. 4.2 por el método de la analegla de la

columna.

eI

-

o vt e o o e —

Y

W

(4.3)

(4.4)
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ANALISES

Los espesores de la columna anéloga 1/El serén relativos. Asumiendo que la constante El es
igual a la unidad, resultan las siguientes propiedades para la seccién de la columna anéioga:

£

para los espesores:

1 1 1
AByDCm=m =%

1 1 ]
BC M= "3

A = Area de la seccidn fransversal
] ]

A= (12)F) + DG = 4 %9

A =13

Se nota que el ancho de la columna equivalente, siendo igual a 1/E1 es muy pequefio,
o-sea que el &rea puede ser considerada mateméticamente como una érea lineal y por tal mo-
tivo el momento de inercia de la seccién respecto a su eje centroidal en la direccién de la If
nea es cero. -

El centroide "o" de la seccién estaré situado en el eje de simetria YY que es a lavez
eje principal tal como se indica en la Fig. 4.3 La direccién del otro eje principal serd per-
pendicular al primero y pasaré por el propio centroide, cuya posicién respecto a un eje auxi-
liar X'X' se establece en la forma siguiente:

_ _ 406) + @)4.5)(4.5)
y = 13

36 + 40.5
= —T——

5.885'

~I
i
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/
Secc\o,n de Cc|umr\q Q\"\q\osq

ch-\. 4.3

El momento de inercia respecto al eje XX seré:

Ix = (-;—)(12)(3.115)2 +

203 | |
2 [ 7+ (4.5)(5.885 - 4,52 } . *
Ix = 114.83

El momento de inercia respecto al efe YY seré:
h12y3
312 ,
ly = =—q7— + (2)(4.5)(6)
ly = 372
La estructura se vuelve est&ticamente determinada, suprimiendo el apoyo D y conside
rando el marco como un voladizo Iibre en este punto y empotrado en A, Lus reacciones en el

apoyo A para la estructura bésica determinada, bajo la accibn de las cargas concentradas de
8 y 24 kip, serén:

Va = 24 kip Ha = 8 kip
Los momentos en los puntos A y B en estas condiciones serén:

Mg = (24)(4) = 96 kip-pie

96 + (6)(8) = 144 kip-pie

Los diagramas de momento est&tico Md asf como los de momento Md sebre El se indi-
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can en la Fig. 4.4, Las cargas sobre [a columna andloga equivalen al valor del &rea del dia-
grama Md sobre El, en este caso son negativas y ascendentes, ya que Jos momentos de la es-
tructyra determinada también [o son; pueden suponerse concentradas y actuando en los cen-
troides de las Greas parciales en que se dividié el érea total del diagrama Md/El, siendo su's
valores: '

P1 = (-32)(4)(3) = -64
Py = (-48)(%) = -432
Pg = (-3)(72 - 48)(6) = -72

La ubicacidn exacta de estas cargas sobre la columna se indica en la Fig. 4.4

24 Kip,
: B c B C
\
3z
N 48
|
13
m';m (q) ‘“D A it (C') B
s B <
| & e
144
A () ot

a) Egtruct ula es‘c.ci-t'\cc\mehte det e rminado
b) Disgroma de o rYrento wd

c) Dlagrama de woemento Md / El
d) qu:}qs Sobre la coluwmna QV\Q\O&Q

Fia. 44

Se calcularén los momentos por flexién en los apoyos y los nudos, o sea en los puntos

A, B, C, D; los momentos indeterminados Mi, como se sabe son los esfuerzos en los puntos co

y rrespondientes en la columna andloga y que en este caso se pueden calcular aplicando fa fér~
mula de flexidn en columnas cortas con un eje de simetria.
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La carga total sobre la columna andloga es:

W —P]-P2-P3
-64 « 432 - 72

-568 (hacia arriba)

"

El momento flexionante respecto al eje XX ser4:

Mx = (-432(-1,385) + (-72)(-3.885) + (=64)(3.115)
Mx = 678.7

El momento flexionante respecto al eje YY serd:

= (-64)(-4.667) + (-432)(-6) + (72)(-6)
My = 3,322.7
Las coordenadas x e y de los puntos analizados respecto a los ejes principales, se indi
can en la tabla 4.1 -

Para el céleculo de los esfuerzos en'los puntos A, B, C, D ver la tablg 4.2,

Tabla 4.1
A B C D
X -6 -6 é 6
y =5,885 3.115 4,115 -5,885

Tabia 4.2
W Mx.y My.x
Punto A Ix ly f
(-568) &78.7 3,322.7
A T = -43.69 1583 (~5.885) 375 (~6) -131.47
= 34,19 = ~53.59
678.7 3,322.7
y .69 | TIZEy (3.115) —377 (-6) -79.18
= +18,10 : = -53.59
678.7 3,322.7
c -g.69 | TIEE3 3119 © +26.00
= +18,10 = 53.59
678.7 3,322.7
5 -43.49 TT%a3 (-5.885) 75— (6) -24.29
= =34,19 = 53.59




et

83

Los momentos reales se calculan por sustraccisn de los momentos indeterminados Mi o
esfuerzos f en la columna equivalente, a los momentos determinados Md.

Mx =Md - §

My = ~144 - (-131.47) = -12.53 kip-pie _
Mp = =96 - ( -79.18) = -16.82 kip-pie

Mc = 0 - (28) = -28.00 kip-pie

Mp = 0 - (-24.29) = 24,29 kip-pie

Los signos negativos de los momentos indican que estos tienden a producir compresién
en el lado interior del arco analizade.

Conociendo los momentos en los extremos de los miembros, pueden determinarse el res
to de las reacciones en los apoyos por Estatica. '

EJEMPLO

Anglizar ¢! marco de la Fig. 4.5 sometido a la accién de una carga horizontal de 18 kip. A-
plicar la analogfa de la columna. Los apoyos son articulados.

40‘

L
|

F\?!' 4‘.5

ANALISES
Se trata de un marco simétrico de apoyos articulades con miembros inclinados. Los espesores
de b columna anéloga 1/El serén relativos, asumiendo que la constante E| es igual a la uni-

dad, las propiedades de la seccién de la columna anbloga seréin las siguientes:

para los espesores:

T ]
AByDE:f[=T=1
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] 1
BCyCD:Q—ET=§

A = Area de la seccién

Como los apoyos son articulados el &rea de la seccibn de la columna es infinita en es
fos puntos, de acuerdo a la explicacién del capitulo 3, es decir que el Grea total de la sec -
cién también serd infinita:

A=

El centroide "o" de la seccibn serd la interseccisn del eje de siméfrfa YY que es a la
vez eje principal, con el eje XX perpendicular al primero que posa por los apoyos donde  se
concentran Greas infinitas y los esfuerzos son nulos, siendo el efe neutro de la seccibn trans-
versal de la columna anéloga. (Ver Fig. 4.6).

Seccidn de <olumna Qné\ogq

Fis. 4.G.

El momento de inercia respecto al eje XX ser la suma de los momentos de inercia de
[os miembros con los momentos de inercia de las articulaciones respecto a dicho efe.

a) Para los miembros:

2)(1)(20)° 11
Ix = ﬁ%(——)— + ) (3)(22.36)(10)2

+ 2(%-)(22.36)(25)2
Ix = 19,494

b) Para las articulaciones:

El Grea de estas es infinita en la seccién transversal de la columna equivalente, pero
concentrada en las mismas o sea sobre el efe neutro XX por lo que la distancia hacia el mis-
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mo es cero, por consiguiente:
Ix = o (02 = 0
La Inercia resultante respecto al eje XX seré: ’
Ix = 19,494 + 0 = 19,494

El momento de inercia respecto al eje YY serd la suma de los momentos de inercia de
los miembros con los momentos de inercia de las articulaciones respecto a dicho efe.

a) Para los miembros:

ly = (2)()(22.36)(20)° + (2)(1)(20)(20)°
ly = 24,940

b) Para las articulaciones

Se sabe que su area es infinita y concentrada en las mismas en la seccién transversal
de la columna equivalente, siendo las distancias al eje YY de 20 y -20. Por consiguiente:

ly = o (-20)2 + o (20)2

ly = o
El momento de inercia resultante respecto al eje YY sera:

ly = 24,940 + o

ly = o

La estructura original es estdticamente indeterminada de primer grado y puede volver
se estGticamente determinada, suprimiendo la articulacién en el punto E y dejando un apoyo

simplemente soportado (Ver Fig. 4.7).

Las reacciones en los puntos A y E de la estructura determinada serén:

R e e

e

VA+VE=0.'.VA

(18)(15) - (40)(vp) = O

270 )
N 6.75 kip

-6.75 kip
Ha = -18 kip

Los momentos en los puntos F, B, C y D seran:

Mg
M

(18)(20) - (18)(5)
(18)(15)

270 kip-pie
270 kip-pie

1

0o
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Mc = (18)(30) - (18)(15) - (6.75)(20)
Mp = 270 - (6.75)(40)

135 kip-pie
0

270
230

o

Diqarq YO, Movnmentl o Md.

&r

2170
2o

Diqarqma ae owento Md./ El
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Los diagramas de momento estético Md asf como los de momento Md sobre la constan-
te El se muestran en la Fig. 4.8; para establecer las cargas sobre la columna anéloga se divi-

de el diagrama Md sobre El en reas parciales cuyos valores son: -
270)(15
P2 = (270)(5) = 1350
Py = (67.50)(22.35) = 1509
P4 = (3)(67.50)(22.35) = 754
P5 = (3)(67.50)(22.35) = 754

La ubicacién exacta de las cargas sobre la columna anéloga se indica en la Fig. 4.9.

qugqa‘: tobre la ceclumna
andlogq

Fiy., 4.9,

Los momentos indeterminados Mi en |la estructura analizada, o sean los esfuerzos f so=
bre la columna anéloga, cuando existe un eje de simefria se calculan ask:

Pero debido a que el marco es doblemente articulado resulté que
A =0 ly =
O sea que el esfuerzo en un punto cualquiera de la columna seré:

Mx,
f = lxy

X



-~ . El momento respecto al eje neutro ocasionado por las cargas sobre la columna anéloga
serd:: . o o A PP ' S e T

Mx = (2025)(10) + (1350)(17.50) + .'
(754)(23.33) + (1509)(25) + (754)(26.66)
Mx = 119,290

Los esfuerzos en los puntos B, C, y D seran:

e o (1929000
fa=fp= ~Toapa =123
| (119,290)(30)

fc = —o494 = 184

Los momentos reales en los puntos analizados seran:
M=M -F¥
270 - 123 = 147 kip-pie

135 - 184 = -49 kip-pie
0 ~ 123 =-123 kip=pie

<
O
T

Analizando los rﬁiembrﬁs AB‘y DE resulta que |
147 + (18)(14) - 20Hp =0

147 + 90 .
Hy = —5— = 11.85 kip

123 - 20Hg = 0

s e 328 o o

~ He = =5 = 615kip .. .
18 - Hp - Hg = 0
18 = Hp = HE = 11.85 + 6.15

18 kip wbign = =oovsivne

4.3.2 MARCOS ASIMETRICOS

Son los que no tienen ningGn eje de simetria, o sea que no se conoce la direccidn de
los ejes centroidales principales y por [o tanto los esfuerzos sobre la columna anfloga no pue
den calcularse por la expresidn (1.31). '
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El proceso a seguir es localizar la posicién del centroide de la columna equivalente,
respecfo a un par de ejes auxiliares, a continuacién calcular los momentos de inercia Ix e ly
asl como el producto de Inercia Ixy respecto a un par de ejes centroidales cualesquiera y lue -
go determinar la posicién de los ejes principales por la expresién;

2 Ixy
Tg. 2@ ly - Ix (4.5)

G es el angulo que hay que girar los ejes de referencia centroidales, para que coincidan con
los ejes principales, siendo los momentos de inercia respecto a los mismos:

= lx.c052@ + Iy.senzé
~Ixy.sen 2(3 (4.6)

El valor ly' puede ser establecido sabiendo que Ix + ly es una cantidad constante pa
ra todas las posiciones de los ejes rectangulares en un punto de una seccién.

Los célculos anteriores pueden suprimirse aplicando el procedimiento gréfico del clreu
lo de inercia explicado en el capitulo 1.

La rotacién de los ejes centroidales para hacerlos coincidir con fos ejes principales
puede también ser suprimida si se calculan los esfuerzos en la columna anéloge aplicando | a
expresién (1,41} o férmula general para flexién en columnas, deducida y explicada en el ca-
pftulo 1 de este frabajo.

EJEMPLC

Analizar el marco asimétrico de apoyos fijos que se muestra en la Fig. 4.10. Aplicar el méto-
do de la analogfa de la columna.

24 x\p.
L ﬁ‘ 6'
=) b o
\‘ aI
@ \
. \Q
1amp 1
1 I
¥ AR
9 D
A
B 2! l
]
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ANALISIS

Los espesores de la columna anéloga serén relativos. Asumiendo que la constante El es igual
a la unided, fas propiedades de la seccidn transversal de la columna anéloga serén:

para los espesores:

. 1
AByCD:E-=T ]

1 ]
BC: 6 "3
A = Area de la seccidn
A = 15(1) + 12(0) + 10(1)
A = 3] :

La localizacién del centroide de la seccién seré respecto a los ejes auxiliares LL  y

MM. (Ver Fig. 4.11).
Las coordenadas de! centroide serén:

L 5)(0) + (6)6) + (10)12)
X = |
= 5,032'

x|

_(15){(7.5) + (6)(15) + (10)(10)
B 31
= 9.758'

~<I q

Seccidn de lo coluwmva
rd
andlo 99 .

Ficﬁ' 401
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Se tomarén como ejes de referencia, los ejes centroidales XX y YY.

El momento de inercia respecto al eje XX seré:

3
b= L 15)0.258)2 + (6)(5.242)7

3
+ (”?20) + (10)(0.242)2

Ix = 606.52
El momento de inercia respecto al eje YY seré:

3
ly = (15)(5.032)2 + @%zl

+ (6)(0.968)2 + (10)(6.968)
ly = 942.97

2

El producto de inercia respecto a los ejes XX y YY sera:

Ixy = (15)(~5.032)(-2.258) +
(6)(0.968)(5.242) + (10)(6.968)(0.242)
Ixy = 217.74

Debido a la asimetria del marco, los ejes de referencia XX y YY no son principales,
por lo que de acuerdo a la fsrmula general de flexién en columnas, los momentos de inercia
respecto a tales ejes deben ser corregidos en la forma siguiente:

2

Ixt = iX(] - Ix.ly)

2
217.74)

(606.52) [‘ - (606.52)(942.&?)]

(606.52)(0.9171)

Ix' = 556,24
. Ixy2
Iyt = Iy(l - Xy
= (942.97)(0.9171)
ly' = 864.80

La estructura original, se vuelve estiticamente determinada, suprimiendo el apoyo D
y suponiéndola un voladizo libre en este punto y empotrada en A, Las reacciones en el apo-
yo A en la estructura determinada bajo la accién de las cargas concentradas de 12 y 24 kip,
seran
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Va = 24 kip. Hp = 12 kip.
Los momentos en los puntos A y B seran:

Mg

(24)(6) = 144 kip-pie
My =

144 + (12)(9) = 252 kip-pie

o

Los diagramas de momento esttico determinado Md, asf como de momento Md sohre
El se muestran en la Fig. 4.12. Las carga sobre [a columna anéloga equivalen a las Greas par

ciales en que se dividié el diagrama Md/El y pueden suponerse concentradas y actuando en
los centroides respectivos, sus valores seran:

i
@)(6)72) = -216

P1

Py = (144)(15) = -2160
Py = (252 - 144)(%) = -486

La posicién exacta de estas cargas sobre la columna andloga, se indica también en la

Fig. 4.12,



923

24 Kip
B l c

e 44
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Q) Estructurg de'\‘.e‘r'hﬂ'\hqdc\

b)) D'\qgrqmq Se o enwto ™Md

<) Diqgla wma Md./ B1

d) Cargas Soore laa columnag
And& \egq

F.\QS' 4.\2.

Se calcularén los momentos por flexién en los puntos A, B, C. D. Los momentos inde-
terminados Mi son los esfuerzos en los puntes correspondientes de la columna anélogo.

Los célculos para determinar la carga total dsf como los momentos respecto a los ejes
XX y YY se encuentran en la tabla 4.3
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Tabla 4.3
carga X y My = P.x Mx = P.y
-216 -3.032 +5.242 +654.9 -1,132.3
-2,160 -5.032 -2.258 +10,869.1 | +4,877.3
-486 -5.,032 . =~6.758 + 2,445,6 +3,284.4
~2,862 +13,970.6 +7,029.4

La carga total sobre la columna anéloga ser4:
W =-P| - Py ~ P53 = -2,862

El momento respecto al eje YY seré:

My = = Px = +13,970.6

El momento respecto ol eje XX sers:

Mx = =Py = +7,029.4

Estos momentos deben ser corregidos de acuerdo a la férmula general de flexién en co

lumnas:
i = bt - S
= 7,029.4 - “3'9@(.%,_‘77«74)
Mx' = 3,803.6

Mx. |
Myt = My - My

Ix

,029(+217.74

My' = 11,447

La férmula general de flexién en columnas, puede escribirse en la forma s iguiente
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W Mxly  My'x
fF=Z*+Tx Iy"
Las coordenadas de los puntos analizados, respecto a los ejes YY y XX se indican en
la tabla 4.4,
Tabla 4.4
A B C D

x -5.032 -5,032 +6.968 +6.968
y ~9.758 +5.242 +5,242 -4.758

Los célculos para establecer los esfuerzos sobre la columna anéloga en los puntos ana

lizados, se indican en la tabla 4.5.

Tabla 4.5
‘Punto w My MyZx f
A Ix! ly
7,562 38035 7,237
A 3 35,24 (-9.758) 8643 (-5:032) _225.66
= 92,32 = —66.73 = ~66,61
378035 T 237
B 55624 (t3.242) B64.g (-5.032) ~123.08
—92.32 - 35.85 = —66.61
TB03.5 TT.237
C 55624 (+5.242) geA g (6-968) +35.76
-92.32 = 35.85 = +92.23
TE03.% TT,247
D 55824 (-4.758) B64g (6-968) -32.63
~92.32 _ .32.54 = +92.23

Los momentos flexionantes reales en los puntos analizados, seran los momentos determi
nados Md, menos los momentos indeterminados Mi o esfuerzos f en los puntos de ta columna

anéloga.

M =M -

{.‘
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Mp = =252 - (-225.66)
Mp = -26.34 kip-pie
Mg = -144 - (~123.08)
Mg = -20.92 kip-pie
Mg = 0 - (35.76)
Mc = -35.76 kip-pie
Mp = 0 ~ (-32.63)

Mp = +32.63 kip-pie

Conociendo los momentos en los extremos de [os miembros, se pueden determinar por:

las leyes de estatica las reacciones en los apoyos.

EJEMPLO

Analizar el marco de la Fig. 4.13 sobre el que acta una carga horizontal concentrada de 10

kip, por el método de la analogia de la columna. Los apoyos son articulados.

o
\P : zl
|
a1 o
i o

5’(
P\ 3

| o' N |

i T 1

ANALISIS Fig. 413

Los espesores de la columna anédloga serén relativos; asumiendo que la constante Fl tiene

un

valor igual a la unidad, las propiedades de la seccién transversal de la columna andloga se -

rén las siguientes:

para los espesores:



1 _1
CD:§'E—|—3

Como es un marco asimétrice no se conoce [a direccién de los ejes principales, pero
debido a que es doblemente articulado, sabemos que el eje neutro XX pasaré por los apoyos y
contiene al centroide de la seccién; el otro eje principal es perpendicular al anterior y pasa
por el centroide. El Grea de la seccidn transversal de la columna anéloga es infinita en este
caso, asl como fambi&n e! momento de inercia respecto al eje centroidal perpendicular al eje
neutro XX. (Ver Fig. 4.14), es decir que los esfuerzos sobre la columna equivalente se calcu
lan en la siguiente forma: B

Mx.y

Ix

f o=

La estructura original es estaticamente indeferminada de primer grado y se vuelve de
terminada introduciendo una arficulacién en el punto C, tal como se indica en la Fig. 4.14(a).

Las reacciones en los puntos A y D serén:

(Vp)(25) = (15)(10)

150 :
Vp = 55 = 6 kip. Hy = =10 kip.
Va = -Vp = -6kip

El momento en el punto B seré:

Mp = 10x15 -6 x 10
20 kip-pie
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qo
0
<
B
D
A
(2
P 45
\INC
\ /B
D
(b)
A

a) Diagrawa de mowmento WMd,
b) Diqs\‘qw\q Md / E.T.

Fig. 4,15,

Los diagramas de momento Md y los de momento Md sobre El cuya area es la carga so
bre la columna anéloga, se indican en la Fig. 4.15.

Las cargas (1) y (2) sobre la columna an&loga serén:

Py = (45)2515) = 337.50

El momento flexionante ocasionado por las cargas respecto al eje neutro XX es:
Mx = (811.35)(3)(18.03)(0.707)
+ (337.50) (10){0.1966) + (10)(0.982)

Mx = 10,875
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El momento de inercia res pecto la eje neutro XX seré:

Ix = (3]-)(1)(18.03)(13.03 x 0.707)2 +

@100 x 0.982)2 + (T]f)(ls)(%)us x 0.196)2

+ (15)@)(7.5 x 0.196 + 10 x 0.982)2

Ix = 2,044
Las coordenadas de los puntos B y C respecto al eje XX serén:

12.75
9.82

(Il

non

yp = (18.03)(0.707)
c=(

10)(0.982)

Los esfuerzos f en la columna para los puntos B y C, es decir los momentos indetermi-
nados Mi, serén;

_ (10,875)(12.75) _
_ (10,875)(9.82)
C T 204 =22

Los momentos reales en los puntos analizados son el momento determinado Md menos
el momento indeterminade Mi o esfuerzo en la columna anéloga:

Mg = 90 - 67.6
Mc = 0 - 52.2

22,4 kip-pie
-52.2 kip-pie

0ol

Analizando {os miembros AB y CD o columnas del marco:

10 Hp - 52.2 = 0
» Hpy = 5.22 kip

5 Hp + 25Vp - (10)(15) = 0

150 - (5)(5.22) .
VD = 25 = 4.95 klp

Vp = -4.95 kip

15 Hp - 22.4 - (4.95(10) = 0
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22.4 + 49.5
Hy = =75
Hp = 4.79 kip

Ha + Hg = 10 kip
4.79 + 5.22 = 10.01 kip =~ bién

4.4 ARCOS SIMETRICOS

En artfeulos anteriores se dijo que por lo general se d& el nombre de arco o la estruc-
tura que cumple con la condicién fundamental de producir reacciones horizontales en sus apo
yos, cuando soporta un sistema de cargas verticales y ademés el eje del alma tiene forma cur-
va, existiendo sin embargo estructuras no curvas que trabajan como arcos; en este trabajo tam
bién le llamaremos arcos a las estructuras curvas, sobre las que se han expuesto diversos con~
ceptos en el capitulo 2, aungue se sobreentiende que se considera a los marcos y otros fipos
de estructuras como arcos especiales.

Los arcos simétricos son aquellos que tienen un eje de simetria, referente Gnicamente
a su forma y propiedades geométricas, y no a los sistemas de carga que soporta. Para analizar
este tipo de arcos por el métode de la analogia de la columna, puede aplicarse la e xpresién
(1.31) del capitulo 1, o férmula simplificada de flexién en columnas para el célculo de esfuer
zos cuando se conoce la posici6n de los ejes principales. Se hace necesario dividir el arcoen
segmentos relativamente cortos, que se denominan "Dovelas”; estos segmentos son considera-
dos como longitudes ds y se multiplican por los valores 1/1 a la mitad de cada dovela, para
obtener |as reas parciales dA que integran el &rea total correspondiente a la seccidn trans=
versal de la columna andloga; el médulo de elasticidad E es omitido, puesto que no afectalos
resultados si es constante, a menos que se esté considerando cambios de volumen o desplaza-
mientos. La forma, tipo de curvatura y dimensiones del arco no influyen en el funcionamiento
del método ya que este se aplica siguiendo un proceso general que Gnicamente resulta altera-
do segin que la estructura sea de apoyos fijos o de apoyos articuladoes.

4,41 ARCOS NO ARTICULADOS SIMETRICQS

Los arcos no articulados, son aquellos cuyos apoyos son fijos o empotrados, danlugara
una area finita para la seccién de la columna equivalente como podré verse en los siguientes
ejemplos de andlisis, ;

EJEMPLO

Analizar el arco eliptico, de peralte constante, doblemente empotrado de la Fig. 4.16, por el
método de la analogfa de la columna, considerando una carga concentrada de 1 libraa 2.9
pies del apoyo A.

[T o0 LE LA ONIVERSIEZ i . . u. GUAGEMALD

Bibijoiecs .iouevai
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Arco el (Pt'\m::

Fij. 4, e,
ANALISIS

El arco ser§ dividido en ocho dovelas de longitud constante.

ds = longitud de dovela
= longitud del nervio/8
_ 34.80
-8

ds = 4.35'

Asumiendo un valor El = 4.35, el espesor de la columna anéloga sera:
1/El = 1/4.35
Los valores para las fireas parciales en cada dovela serdn:

ds 435
dA =TFr =733

En la Fig. 4.17 se muestra la seccidn transversal de la columna andloge, asf como la-
divisién en dovelas y los centros de dovela correspondientes que son los puntes 1, 2, 3....8, El
centfroide de la seccién estd situado sobre el eje de simetrfa YY, para determinar su posicién
exacta se usa el eje auxiliar X'X'. Las coordenadas de los centros de dovela respecto a los

ejes Y'Y'y X'X', asf como el calculo de la posicién del centroide, se encuentran en la tabla
4.6.



A

A

¥ = coordenada del centroide

y

Y

£d

Tabla 4.6

Punto dA x' y' y'.dA
1 | 0.4 2.2 2.2
2 1 2.9 5.7 5.7
3 1 6.6 7.8 7.8
4 1 10.8 8.8 8.8
5 1 15.2 8.8 8.8
) 1 19.4 7.8 7.8
7 1 23.1 5.7 5.7
8 1 25.6 2.2 2.2
8 49.0

ds
A= ZH=8

=y'dA  49.0

= 6.12'

A 8

Seccldn de

Area de la seccidn de la columna anéloga

\Q Co\u'm 'al=]

Fig. 4.7

avaloga,

103
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Tabla 4.7
| Md.ds
Punto | dA X y x2.dA | y2.dA Md I | x-Md y.Md
-12.6 | -3.9 { 158.7 15.2 0.36 0.36 -4.53 -1.41

-10.1 -0.4 102.0 0.2 2.58 2.58 -26.03 -1.03
- 6.4 1.7 41.0 2.9 2,17 2.17 ~13.90 +3.69
- 2.2 2.7 4.8 7.3 1.70 1.70 - 3.74 +4.58
2.2 2.7 4.8 7.3 1.21] 1.21 + 2.66 +3.27
6.4 1.7 41.0 2.9 0.74 0.74 + 4,74 +1.26
10.1 -0.4 102.0 0.2 0.32 0.32 + 3.23 -0.13
12.6 | -3.9 158.7 15.2 0.04 0.04 + 0.50 -0.16
613.0 51.2 9.12 9.12 -37.07 | +10.07

GO NGO [ B G [N Jm
00 |t | et | et ot | ot | e [l |t

La carga total sobre la columna anéloga seré:
Md.ds :
W=2%& =5 =912 ;

Los momentos de inercia de la seccién respecto a los ejes centroidales serén:

= x2.dA
Z y2.dA

613.0
51.2

ly
Ix

o

Los momentos flexionantes ocasionados por las cargas sobre la columna respecto a los
ejes XX y YY serGn: :

My
Mx

=Md.x = -37.07
£ Md.y = +10.07

1

El momento determinado en e! punto C o clave del arco seré:

(Md)e = (0.888)(13) - (1){(13 - 2.9)

1.45

Los esfuerzos en los puntos A, B y C de la columna anéloga o momentos indetermina-
dos Mi en los puntos correspondientes del arco original se calculan asf:

.. W Mxy  My.x
.MI =f= A + Ix + Iy

9.12  (10.07)(=6.12)  (=37.07)(-13)
gt 51.2 * TT813.0

fa

1.14 - 1.20 + 0.78
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= 0,72 Lbs-pie

>
[

_ 912 (1007)(-6.12)  (-37.07)(13)
fp="g5* 5.2 * 3130

1.14 - 1,20 - 0.78

fg = -0.84 Lbs-pie

¢ =212 (10.07)(2.88)  (-37.07)(0)

C 8 T 512 TTIIs0
= 1,14 + 0.57

fc = 1.71 Lbs-pie

Los momentos reales en los puntos anal izados serén:

M= Md - f

Mp = 0 - 0.72 = -0.72 Lbs-pie
Mg = 0 - (-0.84) = 0.84 Lbs-pie
Mc = 1.45 - 1.71 = -0.26 Lbs-pie

Tomando momentos respecto a la clave a ambos lados del arco, resultan las siguientes
ecuaciones:

13Vg + 0.84 + 0.2 - 9H = 0
0.26 + 13(1 ~ V) - (I)(10.1) - 0.72 - 9 H = 0

Resolviendo el sistema, resulta que:

Vg
H

0.05 Lbs Vpa =1 - Vi
0.197 Lbs

Las reacciones verticales en los apoyos serén:
Va = 0.95 Lbs Vg = 0.05 Lbs
Las reacciones horizontales serén:
HA = Hg = H = 0.197 Lbs
con lo cual el arco queda analizado.

EJEMPLO

Analizar el arco parabdlico de seccién constante, doblemente empotrado de.la Fig. 4.19, so-
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bre el que actfa una carga concenfrada de 100 kip a 30' del extremo A. Aplicar el método
de la analogla de la columna.

10 R;-P

T = ConstOnte

l ‘DD‘ | B
N 1
Arco Parasdlico
Fig. 4.9

ANALISIS

Se dividira el arco en 20 segmentos, pero en este caso no serd su longitud ds constante, sino
que su proyeccién horizontal, 1o cual se traduce en que las &reas parciales de cada dovela,
en la seccidén de columna anéloga, no sean constantes.

dh = longitud de la proyeccién horizontal de cada dovela

100
dh = 55 = &

Asumiendo un valor para la constante El igual a la unidad, el espesor de la columna
andloga seré:

1/El = 1/1 = 1

Los valores para las &reas parciales en cada dovela se calculan asf:

La seccién transversal de la columna anéloga, su divisién en dovelas y los centros de
dovela; es decir los puntos 1, 2, 3...... 20, se indican en la Fig. 4.20.

El centroide de la seccibn estaré sobre el eje de simetria YY, para determinar su posi
cién exacta se usard el eje auxiliar X'X' que pasa por la clave del arco. Las propiedades de
la columna equivalente son establecidas por duplicacién de los resultados para una mitad del
arco, ya que la otra mitad o rama serd idéntica a la primera.
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En la tabla 4.8 aparecen las longitudes de dovela ds, su &rea dA, las coordenadas de
sus centros respecto a los ejes X'X' y YY, asl como también los calculos de la coordenada ¥
del centroide respecto al eje X'X'".

/
Seccidn de la columna onaloge

F\3 “,20
Tabla 4.8

Dovela ds 161 | dA x y y.dA | y2dA | x%.dA
1 6.2% T 699 | -47.5 | -18.05 | -113.5 | 2,050 | 14,150
2 6.05 1 6.05 | -42.5 | ~14.45 | - 87.5 | 1,260 [ 10,950
3 5.83 1 5.83 | -37.5 | -11.25 | - 65.6 740 8,200
4 5.64 1 5.64 | -92.5 | - 8.45 | - 47.7 403 5,970
5 5.46 ] 5.46 | -27.5 | - 6.05 | - 33.0 200 4,130
3 5.32 ] 537 | -22.5 | - 405 | - 21.3 87 2,700
7 5.20 1 520 | -17.5 | - 2.45 | - 12.8 3 1,600
8 5.10 1 510 | -12.5 | - 1.25 | - 6.4 8 795
9 5.04 1 504 | -75 | -045 | - 2.3 1 284
10 5,02 1 502 | -2.5| -005] - 0.3 0 31
54,95 -390.2 | 4,780 | 48,810

£l &rea de la seccién de la columna anéloga, seré la suma de las &reas parciales de
las dovelas:

A
-

2. Z dA = (2)(54.95)
109.90

{3

. La coordenada ¥ de! centroide respecto al eje X'X' ser&:



y

~}

Ix

X y.dA
=d

= =7.10"

_ -390.2
= 53495
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momento de inercia respecto al eje de simetrfa YY que es centroidal sera:

nou

97,620

2 £ x2,dA = (2)(48,810)

momento de inercia respecto al eje centroidal XX seré:

I n w o

022

.
r

Ix' (respecte al eje X'X') - ')72.A
2.E y2.dA - y2.A
(2)(4,780) ~ (7.10)2(109.95)
4

El arco se vuelve estaticamente determinado suprimiendo el apoyo B y considerando -
la estructura como un voladizo libre en este punto y empotrada en A. Los momentos determi-
nados Md en los centros de dovela se calculan asf:

Md = P.d

siendo "d" la distancia horizontal entre el centro de dovela considerado

cién de la carga concentrada P de 100 kip.

y el punto de aplica

En la tabla 4.9 se muestran las coordenadas de los centros de dovela respectoa los

ejes X'X' y YY, las distancias d, los momentos determinades Md, as como los céleulos para
la carga sobre la columna anéloga y momentos fl exionantes respecto a los ejes de referencia.
Se puede notar que en dicha tabla solo aparece hasta la dovela &, lo cual obedece a que es
hasta este punto donde ocurren momentos determinados Md. :

Tabla 4.9

Dovela | dA X y d Md Md.dA x.Md.dA | y.Md.dA
1 6,29 | -47.5 | -18.05 | 27.5 | -2750 | -17,300 820,000 | 312,000

2 6.05 | -42.5 | -14.45 | 22.5 | -2250 | -13,600 577,000 196,500
3 583 | -37.5 | -11.25 | 175 -1750 | -10,200 382,500 114,500

4 564 | -32.5 | -845] 12.5]| -1250 | - 7,070 | 230,000 59,800

5 - 546 | -27.5 | - 605] 7.5k -750] - 4100 112,500 24,800

3 532§ -22.5 | - 4051 2.9] - 25| - 1,330 29,500 5,400

/ -53,600 | 2,151,500| 713,000
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La carga total W sobre la columna anéloga seré negativa y de direccibn ascendente,
ya que los momentos estaticos Md también son negativos, puede calcularse asf:

Md.d
w==52 - g MddA
W = -53,600

E! momento ocasionado por la carga W respecto al eje de simetrfa YY de laseccién
transversal de fa columna se calcula asf:

& Md.x.dA
2,151,500

My
My

El momento respecto al eje XX no serd Z Md.y.dA, porque los valores tabulados de
"v" no estén medidos a partir del eje centroidal XX, por tal motivo, este momento seré:

Mx = Z Md.y.dA - W.y

Mx = 713,000 - (-53,600)(-7.10)
= 713,000 - 380,200

Mx = 332,800

Se calcularén los momentos reales en los apoyos del arco y en el punto de aplicacién
de la carga, es deciren A, B y D,

Los esfuerzos f en los puntos correspondientes a la columna andloga serén:;

W Mx. My.x
Ll Ny PR ¥

-53,600  (332,800)(-12.90)  (2,151,000)(-50)
fa=Too9 7,027 + 57,620

fa = =2,655 kip-pie

| -53,600  (332,800)(-12.90)  (2,151,000)(50)
fg =Tooo * 1,022 t %7820

fg = -453 kip-pie

-53,600  (332,800)(3.90)  (2,151,000)(-20)
fp = T009 7007 + 57,620

fp = =605 kip-pie

- Los momentos reales en los puntos analizados serén:
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M=Md - f

Ma = (-30)(1000) - (-2655) = ~345 kip-pie
Mg = 0 - (-453) = 453 kip-pie
Mp = 0 - (~605) = 605 kip-pie

De acuerdo al método de! centro eldstico, las reacciones en tal punto son:

M M
Vo =1L  Ho=T-

Por consiguiente:

2,151,500 .
Vo = 97,6490 - 22.03 kip

332,800
Ho = 2027 = 82.74 kip

Por estatica pueden calcularse las reacciones en los apoyos:

Hp = Hg = Ho = 82.74 kip
Vg = Vo = 22.03 kip
Va = 100 - 22.03 = 77.97 kip

4.4.2 ARCOS ARTICULADOS SIMETRICOS

Son aquellos cuyos apoyos son articulaciones que permiten el giro en cierfo grado;
dan lugar a una frea infinita para la seccién de la columna andloga.

EJEMPLO

Analizar el arco eliptico de la Fig. 4.16, considerando articulados los apoyos A y B. La luz
Jibre del arco es 26' y la altira 9. La carga concentrada de 1 Lb. actba a 2.9" def extremo
A. Aplicar la analogfa de la columna.

ANALISIS

Al igual que en el caso de la Fig. 4.16, el arco se dividira en 8 dovelas de longitud constan-
te. Por razones ya explicadas anteriormente, para este caso particular, el Grea de la seccidn
de la columna equivalente seré infinita al igua! que el momento de inercia respecto al ejede
simetrfa YY, mientras que el eje neutro XX que es el ofro eje principal pasa por las articula-
ciones. Se asumiré un valor para la constante El de 4.35, para que las Greas de las dovelas re
sul ten igual a uno.
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ds  4.35
dA = g1 =73 = |

En la Fig. 4.21 se muestra la seccién transversal de la columna anéloga y su d i visién
en dovelas, asf como los centros de dovela que son los puntos 1, 2, 3,....8. El centroide "o"
de la seccién es la inferseccién del eje de simetrfa YY con el eje neutro XX.

El arco es estdticamente indeterminado de primer grado y se vuelve estdticamente de
terminado, suponiéndolo simplemente soportade. Las reacciones en los apoyos, ast como o
momentos estaticos Md, son iguales que en el caso de la Fig. 4.16,

Seccidn de lq coluvnng qhq\oc_sq,

Fig. 4.2

Los esfuerzos f sobre la columna anégloga o momentos indeterminados Mi, se calculan
en este caso asf;

Mx.y

Ix

f =
debido a que:
A= ly = oo

En la tabla 4.10 se muestran las &reas de dovela dA, las coordenadas de los centros de
dovela, momentos de inercia y momentos flexionantes respecto al eje neutro XX.

e
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Tabla 4.10
Punto dA y y2.dA Md Md.dA Md.y.dA

] ] 2.2 4.8 0.36 0.36 0.8
2 1 5.7 32,5 2.58 2.58 14,7
3 ] 7.8 60.8 2,17 217 16.9
4 | 8.8 77.4 1.70 1.70 15.0
5 1 8.8 77.4 j.2) 1.21 10.6
6 ] 7.8 60.8 0.74 0.74 5.8
7 1 5.7 32.5 0.32 0.32 1.8
8 ] 2.2 4.8 0.04 0.04 0.1

351.¢ 2,12 2.12 65.7

El momento de inercia de la seccidn respecto al eje neutro serd:

Ix = = y2.dA = 351.0
El momento flexionante respecto al eje neutro XX seré:

Mx = Z Md.y.dA = 65.7

El esfuerzo sobre la columna an&loga en el punio C o momento indeterminado seré:

fc =

(65.7)(9)

35i = ].68 Lbs-pie

El momento estdtico Md en la clave del arco es 1, 46, de tal manera que el momen -

to real serd:

Me

Mc

1.46 - fe
1.46 - 1.68
~0.22 Lbs-pie

Aplicande las leyes de estatica pueden calcularse las reacciones verticales y horizon
tales en los apoyos.

Las reacciones verticales son:

o231
VA = S T 0.888 Lbs

2,

‘\O

Vg = 3g = 0.112 Lbs
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Las reacciones harizontales son:

‘ _ 13 Ve+ 022 (13)(0.112) + 0.22

Hg 9 3
Hy = 0.186 Lbs

Y = 0:22 13 va - (1)(10.1)
A~ 5

_0.22 + 13(0.888) ~ 10.1
B 9

HA = 0.186 Lbs = HB s bien

Debe hacerse notar que en el arco de dos articulaciones, la suposicién de una vigaen
voladizo para volver la estructura estaticamente determinada, no es pemitida, puesto que |l a
misma estd articulada en sus apoyos.

4.5 ARCOS ASIMETRICOS

Los arcos asimétricos son los que no tienen eje de simetria Y por consiguiente se des~
conoce la direccién de los ejes principales, es decir que para analizarlos por el método de
la analogla de la columna, habré que usar la supresién (1.41) del capftule 1, o férmula gene-
ral de flexién en columnas. En este caso no puede considerarse una sola mitad del arco y ob-
tener las propiedades de la columna anéloga por duplicacién de resulfados, es decir que debe
trabajarse con el arco completo.

4.5.1 ARCOS ASIMETRICOS NO ARTICULADOS
Como se sabe, tienen sus apoyos fijos o empotrados.
EJEMPLO:

Analizar el arco parabélico de seccisn constante, doblemente empotrado de la Fig. 4.22, por
el método de la analogfa de la columna.
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l Arco Parabblico
aSiwetrico

Fig 422

ANALISIS

Se dividira el arco en 22 segmentos o dovelas de proyeccién horizontal constante e igual a
8'. Al asumir un valor para la constante El igual a uno, el espesor de la columna andaloga se-

l ré:
1/El = 1/1 =1

El &rea de cada dovelaq, seré su longitud ds sobre la constante El;

: dA =

m!a.
—

La seccién transversal de la columna anéloga, su divisién en dovelas y los centros de
| las mismas que son los puntos del 1 al 22 se indican en la Fig. 4.23. Se usarén los ejes de re-

ferencia XX y YY que pasan por la clave del arco, para establecer la posicidn del centroide
de la seccién.
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Las longitudes de dovela ds, su area dA, las coordenadas de sus centros respecto a tos
ejes de referencia XX y YY, asf como los célculos para las coordenadas X e ¥ del centroide,
los momentos de inercia y el producto de inercia de la seccién respecto a los mismos ejes se
incluyen en la tabla 4.11.

Table 4.11
Dovela | ds El| dA x y y.dA | y2.dA | xdA | x2.dA | x.y.dA
T 16291 1| 629 -47.5| -18.05 | -113.5] 2,050 | t | 14150
2 | 6.05| 1| 6.05] -42.5] -14.45 | - 87.3| 1,260 10,950
3 | 5.83] 1| 583 -37.5] -11.251 - 65.6] 740 8,200
4 | 5.64] 1| b5.64]-32.5| - 8.45 | - 47.7] 403 5,970
5 | 546] 1| 546 -27.5| - 6,05 - 33.0] 200 4,130
6 | 532] 1| 5.32|-22.5| - 405] - 21.3 87 2,700
7 | 520 11| 5.20]-17.5] - 2.45 | - 12.8 31 1,600 |
8 15101 1| 5.10]-12.5] - .25 - 6.4 8| o 795
9 | 5.04] 1| 5.04 -7.5/-045} - 2.3 1] 284 |
10 | 5021 1| 5.02}-25!-005] - 0.3 0| « 31| ¢
N | 5.02] 1| 5.02] 25[-005] - 03 0l 2 3| 2
12 | 504 1] 504] 7.5(-0.45; - 2.3 11w 2841
13 | 5.00] 1| 5.0 12.5] - 1.25] - 6.4 8 795
14 | 520 1| 5.201 17.5| - 2.45| - 12.8 3] 1,600
15 15321 1| 532( 225] - 4,05] - 21.3 87 2,700
16 | 5.46] 1| 5.46) 27.51 - 6.65| - 33.0 200 4,130
17 | 5.641 1| 564 32.5| - 8.45 | - 47.7] 403 5,970
18 | 5.83] 1| 5.83| 37.5| -11.25] - 65.6{ 740 8,200
19 | 6.05] 1| 6.05| 42.5| -14.45]| - 87.3] 1,260 10,950
20 | 6.29] 11 6.29| 47.5! -18,65 | -113.5] 2,650 ¢ | 14,150
217 16531 11  6.53] 52.5, -22.05 | -144.0] 3,175 342.81 17,997 | -7,560
22 16791 11 679 57.5 —26.45 | -179.6] 4,750 |390.4| 22,448 | ~10,327
123,22 1,104.0] 17,485 | 733.2 | 138,065 | -17,887
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El &rea de la seccién transversal de la columna anéloga seré:
A= ZdA =123.22

Las coordenadas X e ¥ del centroide de la seccién, respecto a los ejes YY y XX se-

réin: |
_ =xdA _ 7332 "
*T TEdA T 1822

=y.dA  -1104.0
= dA  13.22

El momento de inercia respecto a un eje centroidal paralelo al eje XX seréa:

Ix = Zy2.dA - Ay2
= 17,485 - (123.22)(-8.96)2
Ix = 7,593 :

El momento de inercia respecto a un eje gentroidal paralelo al eje YY sera:

ly = & x2.dA - Ax?
= 138,065 - (123.22)(5.95)2
ly = 133,703

El producto de inercia respecto a los ejes centroidales anteriores seré:

Ixy = & xy.dA - XF.A
= -17,887 - (5.95)(-8.96)(123.22)
Ixy = -11,318

La estructura se vuelve estéticamente determinada suprimiendo el apoyo en By consi
derandola como un veladizo libre en este punto y empotrado en A, Los momentos determina-
dos serén el producto de la carga concentrada P de 100 kip por la distancia horizontal entre
su punto de aplicacién y el centro de la dovela considerada.

En la tabla 4,12 se muestran los valores de los momentos determinados Md, asl como -
los productos de los mismos por las Greas parciales de cada dovela y los momentos ocasionados
por el diagrama Md sobre El, respecto a los ejes de referencia; se puede notar que en dicha -
tabla solo aparece hasta la dovela 6, debido a que hasta ese punfo ocurren momentos en  la
estructura determinada.
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Tabla 4.12

Dovela X y d Md Md.dA x.Md.dA y.Md.dA
1 -47.5 | -18.05 | =77.5 | -2,750 | -17,300 820,000 [ 312,000

2 ~42.5 1T -1445 2.5 | -2,250 | -13,600 577,000 | 196,500

3 =375 [ -M25 T 175 [-1,750 | -10,200 382,500 | 114,500
4 -32.5 | - 845 [ 2.5 | -T,250 | - 7,070 230,000 59,800

5 =27.5 | - 6.05 7.5 750 T - 4,100 112,500 24,800

6 =22.5 | - 4.05 2.5 250 | - 1,330 29,500 5,400
-53,600 | 2,151,500 | 713,000

La carga fotal sobre la columna anfloga es negativa y de direccién ascendente, dado
que los momentos en la estructura determinada, también lo son, ya que provocan tensién enel
lado exterior de! arco. La carga se calcula asf:

Md.d -
W = EET—S = = Md.dA = -53,600

El momento flexionante ocasionado por la carga W, respecto al eje centroidal parale

lo al YY sera:

My = & x,Md.dA - W.X
2,151,500 ~ (-53,600)(5.95)
My = 2,470.00

El momento flexionante ocasionado por la carga W, respecto al eje centroidal parale
lo al XX seréa:

Mx = £ y.Md.dA - W.y
= 713,000 - (~53,600)(-8.96)
Mx = 223,000

Debido a la asimetrfa del arco, los momentos de inercia, ast como los momentos flexig
nantes calculados anteriormente respecto a los ejes de referencia, deben ser corregidos en la
forma siguiente, de acuerdo a la férmula general de flexién en columnas

1x' = Ix - >

1 503 (-11,318)2
= 7993 - 933703

Ix' = 6,635
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. '_xxf
ly* =1y - 7»
-11,31812
= 133,703 - (——ﬁsgg-)—

*'= 116,833

<
[

Mx'zMx-MZ"—Iix'
Yy

(2,470,000)(~11,318)

= 233,000 - 133,703
Mx' = 442,300
. Mx. Ixy
My' = My - —5
) (233,000)(-11,318)
= 2,470,000 - 7593
My = 2,818,000

Las reacciones en el punto neutral se pueden calcular de acuerdo a las ecuaciones si-
guientes deducidas en el capftulo 1:

_ M _My?
Ho = T~ Vo = Ty’
o = 442,300 _ 2,818,000
o =T#m Yo T 15833

H]
n

Ho = 66.66 kip Vo = 24.11 kip

Por las ecuaciones de estatica, pueden calcularse las reacciones horizantales y verti-
cales en los puntos A y B:

HA = Hg = Ho = 66.66 kip
Vpa = 100 - 24.11 = 75.89 kip
Vp = Vo = 24.11 kip

Los esfuerzos en la columna anéloga, son las momentos indeterminados en la estructu-~
ra eriginal y se calculan ast:

_W + My N My'.x

L S Iy’
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¢ = 258,600 (442,300)(-11.04)  (2,818,000)(-55.95)
A~ 2372 5,635 115,833

fa = -2521 kip-pie

~53,600 _ (442,300)(-19.84) _ (2,818,000)(54.05)
B - 2322 5,635 116,833

“+
il

fp = -458 kip-pie

_ -53,600  (442,300)(5.76)  (2,818,000)(-25.95)
fe= 2357 + &, 435 + 116,833

fc = -676 kip-pie

Los momentos reales en A, B y C, se calculan asi:

M=Md -f

Ma = -3,000 - (-2,521)
Mp = -479 kip-pie

Mg = 0 - (-458)

Mp = 458 kip-pie

MC = 0 - (-676)

Mc = 676 kip-pie

Conociendo los momentos y reacciones verticales y horizontales en los apoyos, el ar-
co estard@ analizado.

4.5.2 ARCOS ASIMETRICOS ARTICULADOS

Sus apoyos son articulaciones; al igual que en el caso de los arcos simétricos, originan
una rea infinita para la seccidn transversal de la columna anéloga.

EJEMPLO

Analizar el arco de seccién constante y doblemente articulado de la Fig. 4.24 por el método
de la analogfa de la columna.
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ANALISIS

El arco seré dividido en ocho dovelas, cuyos Tmites coinciden con los puntos que lo d efinen
y que aparecen en la Fig. 4.24, no siendo constante la longitud de las mismas. Se asumiré un
valor de El igual a la unidad, o sea que el espesor de la columna anéloga seré:

1/El = 1/1 = 1

La longitud de cada dovela serd ds y las &reas correspondientes a las mismas serdn:
ds

dA = T

En la Fig. 4-25 se muestra !a seccién transversal de la columna andloga, su divisién
en dovelas y los centros de dovela que seran los puntas 1, 2.....8. Por existir dos articulacio-
nes en {os extremos, el eje neutro XX, coincidird con Ias mismas. La localizacién del centrof
de de la seccién, asf como del otro eje principal centroidal no interesa ya que para este caso

particular sabemos que:

Seccidn de columna ané\03q

Fiq. 4.25
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El arco original es estéticamente indeterminado de primer grado y se vuelve determi-
nado, suponiéndolo simplemente soportade, resultando un diagrama de momentos #ria ngular;
en tal caso las reacciones en los extremos son:

_ (50)(40) _(50)(25)
Ry = —25— Ry = —%5
Ra = 30.8kip Ry = 19.2 kip

Los momentos determinados Md en los centros de devela vy la clave ¢ del arco se cal-
culan en la forma siguiente:

A la izquierda de la carga concentrada

A la derecha de la carga concentradg

d = distancia horizontal entre el apoyo y el centro de dovela considerado.

En la tabla 4.13 aparecen las longitudes de dovela ds, sus &reas dA, las coordenadas -
de los centros de dovela, los momentos determinades Md en estos puntos, asi come los célcu-
los para el momento de inercia y momento flexionante, respecto al eje neufro XX. Las coor-
denas "y" de los centros de dovela y de la clave ¢, respecio al eje neufro XX, se midieron

grificamente en la seccién de la columna andloga en la Fig. 4.25.

El momento determinado en la clave ¢, serd:

(Md)e = (30.8)(25) = 770

Tabla 4,13

Dovela | ds % dA y y2dA Md Md.dA y.Md.dA
1 10 | 1 | 10 3.8 144.4 | 1232 1,232.0 4,682
2 9 | 1 9 0.8 864.4 | 369.6 3,326.4 32,599
3 9 1 1 9 | 13.8 | 1,714.0 | &31.4 5,682.6 78,420
4 9 1 1 9 [ 160 | 2,304.0 | ¢81.6 6,134.4 98, 150
5 o 1 1 9 1 155 | 21622 | 518.4 4,665.6 72,317
6 10 | 1 10 | 134 [ 1,795.6 | 364.8 3,648.0 48,883
7 1 11 11 8.8 851.8 | 2i1.2 2,323.2 20,444
8 1 [ D 99.0 67.2 739.2 2,218
9,935.4 27,751.4 | 357,713
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La carga total sobre la columna andloga seré:

Md.
w= B2 ds = = Md.dA = 27.751.4

El momento de inercia de la seccién respecto al eje neutro XX seré:
Ix = &y2,dA = 9,935.4

El momento flexionante respecto al eje neutro XX seré

Mx = & Md.dAy = 357,713

Fl esfuerzo sobre la calumna anéloga en C, o sea el momento indeterminada Mi  para
tal punto en la estructura real seré:

Mx.y  (357,713)(15.4)
Ix ~ 9,935.4

fc

1l

fc = 555 kip-pie

El momento real en la clave del arco sera:

Mc
Me

(Md)e - fc = 770 - 555
215 kip-pie

1

Aplicando las condiciones de est&tica a las ramas del arco a cada lado de faclave,
pueden plantearse las siguientes ecuaciones:

10H+ 215 - 25Vp =0
215 + 25 H - 40(50 - Vp) = O

Resolviendo estas ecuaciones se llega a los sigulentes resul tados:
H = Hp = Hg = 35.3 kip

Vg = 27.3 kip
Va = 22.7 kip

I n

Conociendo las reacciones verticales y horizentales en los apoyos, puede determinar-
se el momento en cuc:!qUIer punto del arco. Para verificar los resulfados obtenides, puede plo
tearse la linea de presiones.

4,6 LINEAS DE INFLUENCIA EN ARCOS

Para determinar las ITneas de influencia parg diversas funciones en un arco, se requie
ra conocer la forma de los ejes del mismo, asf como la magnitud relativa de los momentos de
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inercia en las diferentes secciones.

La ITnea de influencia para unc cierta funcién, se define como la curva que muestra
la variacién de esta funcién, cuando una carga uniteria se desplaza a lo large de la luz libre
del arco considerado; por tal razén, el problema de anélisis de un arco, por ejemplo dob | e-
mente empotrado, se puede reducir o establecer las seis regcciones en los apoyos, cuando una
carga toma diversas posiciones con lo cual se estd en posibilidad de conocer el comportamien
to de la estructura, bajo la accidn de diversos sistemas de cargas aplicados. -

EJEMPLO

Por medio del método de la analogfa de la columna, caleular las Ifneas de influenciq para la
reaccidn horizontal, reaccién vertical y momento en el apoyo izquierdo del arco simétrico,
parabdlico de peralte variable de la Fig. 4.26:

ANALISIS

El arco seré dividido en 8 dovelas de proyeccisn horizontal constante que serén AB, BC, CD..
-« tal como se indica en la Fig. 4.27 donde aparece la seccién transversal de la columna ang
loga. Los momentos de inercia de los segmentos serén considerados constantes e iguales al de
la seccién que pasa por el centroide de los mismos; el momento o producto de inercia de ca-
da segmento respecto a cualquier eje que pase por su centroide serd despreciade. El momen-
to de inercia en la clave o corona del arco E, se denominaré Ic y los momentos de inercia de
las secciones correspondientes a los centros de dovela restantes, serén expresados en términos
de lc. Para establecer las propiedades de [a seccién de la columna andloga, se asumird que
Elc es igual a la unidad. Lo carga unitaria mévil, temard sucesivamente las posiciones B, C,
D, E, F, G, H (Ver Fig. 4.27), pero puede ser considerada Gnicamen te en las posiciones B, C,
D, E ya que por ejemplo {as reacciones y momento en el apoye A, cuando la carga estd en
C, seréin igudles a las reacciones y momento que ocurren en el apoyo K de la derecha cuando
la carga estd en G,

Como existe un eje YY de simetria, el centroide de la seccién, estard sobre el mismo,
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para determinar su posicién nos valdremos del eje auxiliar X'X'. Los célcules para las prople
dades de la seccién de columna anéloga, ast como para la localizacisn del centrolde, se indl
can en la tabla 4.14. -

[
Seccidn de la columna analoqa

F'\a 4 27

Cada dovela debe trabajarse en la forma siguiente, por ejemplo para el segmento CD
de lo Fig. 4.28

102
y' del punto D = (z5)7(20) = ~1.25

1
y' del punto 3 = (;5)2(20_) = -2.81

0
y' del punto C = (0)2(20) = -5.00

h =500 - 125=3.75

ds = longitud de dovela
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f

ds = (102 + @.7572

ds = 10.68"

15
Peralte: t = 2 + 70 = 2.75'

3
|

= relacién entre la inercia de la seccién en el centro de dovela cons:derqdo y la
inercia de la seccidn en la clave

1 (U(r) (12) r)s
"l T ae)¥my T 2

2,75 3
n= {77
n=26

Las éreas de cada dovela seran:

dA = F[ = nffle pero  Ele =1

Tabla 4.14
 Dovela centroide ds | t n dA y! y'.dA
AB T 13.29 3.75 6.592 2.015 -15.31 -30.86.

BC 2 11.79 3.25 4,291 2.748 - 7.81 -21.44
CD 3 10.68 2.75 2.600 4,108 - 2.81 -11.54
DE 4 10.08 2.25 1.424 7.079 - 0.3 | =219
15,951 -66.05

centroide x y x2.dA y2.dA

1 -35 -11,17 2,470 251,5

2 -25 - 3.67 1,718 37.0

3 -15 + 1.33 G4 7.3

4 -5 + 3.83 177 103.8

5,289 399.6
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El &rea total de la secciédn de la columna andloga seré:

A =2 & dA = (2)(15.951)

,"='|.
4!\ 31.902

La coordenada y del centroide respecto al eje X'X' seré:

Zy'.dA  -66.05

- TZ=dA T 155957
y = -4,14!
El momento de inercia de la seccién respecto al eje centroidal YY sent:
ly = 2 & x2.dA = (2)(5,289)
ly = 10,578
El momento de inercia de la seccién respecto al eje centroidal XX ser&:
Ix = 2 £ y2dA = (2)(399.6)
Ix = 799.2
E! arco original se vuelve estdticamente determinado, suprimiendo el apoyo derechoy

considerando la estructura como un voladizo |libre en este punto y empatrado en A,

A continuacién se calculan los momenfos flexionantes respecto a los ejes centroldales
XX e YY en la columna anéloga, provocados por las cargas del diagrama Md sobre Ei, las re-
acciones en el centro eléstico, asf como los momentos en los apoyos y clave del arco, o sean
los puntos A, E'y K, cuando la carga unitaria se desplaza a lo large de la lyz en diferentes
posiciones.

Si la carga unitaria se sitha en el punto B, los célculos para los momentos fle xionan
tes y carga sobre la columna andloga, se indican en la tabla 4.15. ‘

Tabla 4,15
Dovela | centroide | x y dA Md | Md.dA | Md.x.dA Md,y,dA
AB ] =351 -11.17 1 2,016 | -5 | -10.08 352.8 - 112,6
BC _ 2 -25 | - 3.67 | 2.748
CD 3 -15 | + 1.33 | 4.108
DE 4 - 5| +3.83} 7.079
-10.08 352.8 112,6
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La carga total sobre la columna andloga sera:
.d
w= M5 g ida = 210,08

El momento flexionante respecto al eje centroidal YY sera:

Md.x.d
My = &5 = = Md.x.dA

My

352.8

El momento flexionante respecto al efe centroidal XX sera:

Mx =

Md.y.d
H= = £ Md.y.dA

Mx

112.6

Por medio de las ecuaciones del método del centro eléstico, se calculan las reaccio-
hes en este punto:

W (10.08)
Mo = X = 37557 = 0.316
Mx  (112.6)

Los esfuerzos sobre la columna anéloga, por tratarse de un arco simétrico se calculan

W Mxy  Myx
F=2+*Tx 7y

Los célculos para tos miembros de la farmula anterior, cuando la carga unitaria se si-
tha en B, estin indicados en la tabla 4.16.
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' W Mx. My.x )
Punto X y Md x T‘l ly f
(-10.08) (112,6)(~15.86) (352.8){~40)
A -40 | -1586 | -10 31,902 799.2 , 978 -3,884
=~0.316 | =-2,234 = -1.334 ]
(112.6)(+ 4.14) (352.8)(0)
E 0| + 4.14 - | =-0.316 799.2 10,578 +Q,267
= +0.583 =0
(112,6)(=15.86) | (352.8)(+40)
K +40 | -15.86 - = -0.316 799.2 10,578 -1.216
= -2.234 = +1.334

Los momentos reales en los puntos analizados serén:;

Mx = Md - f

Mp = ~10 - (-3.884) = -6.116 kip-pie
Mg = 0 - (0.267) = -0.267 kip-pie
Mg = 0 - (-1.216) = +1.216 kip-pie

Las reacciones en e! apoyo A serén:

Ho = 0.1409 kip
1 - 0.0334 = 0.9666 kip

u
>
([

My = =(1)(10) + (15.86)(0.1409)
+(40)(0.0334) + 0.316
Ma = -6.166

Las reacciones en el apoyo K serén:

Hg = Ho = 0.1409 kip

VK = Vo = 0.0334 kip

Mg = (0.1409)(15.86) + 0.316
-(40)(0.0334)

MK = 1.216

Los momentos en A y K coinciden con los calculados directamente per la analogla de .

la columna, lo que indica que el proceso estd carrecto.

En la Fig. 4.29 se muestra la estructura bésica determinada, la posicién del centro e~
lastico y las reacciones en este punto, asf como las reacciones en los extremos con el arco do

blemente empotrado.



130

- Procediendo en igual forma para las posiciones de la carga unitaria en los punios C,
Dy E, se obtienen los valores para las reacciones vertical y horizontal, asi como el momenta
en A y el momento en la clave E del arco, estos resultados aparecen en la tabla 4.17.

Tabla 4,17

Carga en Distancia desde A Ha Va Ma Mc

0 0 1.000_ 0 0
10 0.141 0.967 -6.12 +1.11
20 0.486 0.868 -5,62 +4,44
30 0.860 0.707 -1.12 +0.12
40 1.029 0.500 +3.73 -1.71

m|O|N ]| |>

50 0.860 0.293 +5.42 -161
60 0.486 0.132 +3.78 -0.86
70 0.141 0.03 +1.22 -0.23
80 de B I Ry ST I o e VIR 1

A=lzioMm

: il a3t [ P A AU S N S ook L O
R BEES R A S S £ R E ST W] ﬂ‘:)i'_”-‘:‘;('.“”;‘ P LT et s L ir bl it ! B R 1 !

ok coPesasuerde a-estosresul tados pueden. plotearse Jas lireas de influentia eorrespondidnd !
t€s, tal como aparecen en la Fig. 4.30. chwrsnas stiame fd
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4.7 EFECTOS DE TEMPERATURA, ACORTAMIENTO POR CARGA AXIAL Y OTROS
FACTORES

Al inicio de este capltulo se mencions ciertos factores que influfan en el anélisis de
arcos, tales como aumentos o disminuciones de temperatura, flujo pléstico y fraguado en ar-
cos de concrefo, acortamiento por carga axial y desplazamiento de apoyos. Por ejemplo el ar
co doblemente empotrado, estaré sujeto a reacciones equilibrantes que induce por si ismo,

debido a la accién de los cambios de temperatura.

Puede decirse que los efectos de temperatura, encogimiento por flujo plastico, acorta
miento por carga axial o asentamiento de apoyos en un arco doblemente empofrado, se redu-
cen a tres acciones, las cuales pueden o no producirse combinadamente Y que son:

1} Una rotacién de un angulo oc en sentido contrario ol movimiento del reloj, en la tan-
gente al arco en el apoyo derecho B.

2) Un desplazamiento horizontal "a" hacia la derechq en el soporte B.
3 Un desplazamiento vertical "b" hacia abajo en el soporte B.
{ P
Los reacciones en el centro eléstico del arco se establecen mediante las expresiones
que se muestran en la tabla 4,18 en funcién del desplazamiento vertical "b", desplazamien-

to horizontal "a" y giro cc en el soporte B. Las férmulas de la tabla 4.18 se aplican a arcos
simétricos doblemente empotrados.

Tabla 4.18
Rotacién oc Desplazamiento a Desplazamiento b

oc

Mo = + 7= Mo =0 Mo =0
YB.

Ho = + El'xm Ho=+% Ho =0
Xg-cc b

Vo = - ly Vo =0 Vo:'-l_)-l-

Xg e YB son las coordenadas del soporte B respecto a los ejes centroidales de referen
cia, que en los arcos simétricos serén los ejes principales.
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EJEMPLO

Determinar las reacciones inducidas en el arco parabélico simétrico de la Fig, 4,26,debldasa
las equsas siguientes:

@) incremento de temperatura de 50°F.
b) Encogimiento por flujo plastico
¢} Acortamiento por carga axial equivalente a un esfuerzo de 300 p.s.i

Asumir que E = 2 x 10° Lbs./Pulg?

¢ = coeficiente de expansién térmica
¢ =6 x 10~8/grado F.
DESARROLLO

Las propiedades de |a seccién de columna anéioga son tomadas del ejemplo de la Fig, 4.26
slendo estas

31.902
A="FIc

799.2
Ix = Eic

10,578

ly =—Fo—

En este caso debe ser usado el verdadero valor de Elc, por lo que el valor de estas pro
pledades serh: N

(31.902)(12) 5 1
= = W 1 1 e
AT 2000 x 144yl - 016616 x 107 e
9.23(12 H
Ix = 799.2)(12)____ 41625 x 1073 B2

T {2,000 x 144)(1)(2)3 kip

___(0578)(12) _3 pies
ly = 2,000 (1) (@) = 55.094 x 10 %?F

a) Cuando aumenta la temperatura el arco sufre una dilatacién qure se traduce en un des
lizamiento horizontal del soporte K, si este se supone libre, por lo que es negesqria
provocar un desplazamiento igual al anterior pero de sentido contrario, paro que la
longitud de la luz Ithbre se mantenga inalterable. La magnitud del desplozamienta ho-
rizontal serd:

a = -L,ec.t 7
= {80)(6 x 10~%)(50)
a = 24 x 10-3 pies
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Las reacciones en el centro eléstico seran:

‘ Ma.s.0
- -3y ps
Ho =+ Lo 4 -24)(10 )Plt‘:s
Ix -3 Pies
4.1625 x 1073 1=
Ho = -5.766 kip
Vo =0

Conociendo las reacciones en el centro eléstico, pueden calcularse las reacciones

momentos en los apoyos (Ver Fig. 4.31).

Ha = Hk = Ho = 5.766 kip :
MA = Mg = (5.766)(15.86) = 91.45 K-P
5166 o
saee A o 3166

© K
C\Lﬂ‘SK \O Io qi145

Fig 4.3

y ~
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K 2.888

rrr———————

/-‘IS.‘\?.

o]

© Fig 4.33

Encogimiento por flujo pléstico: equivale a una baja de temperatura de 15°F, por lo
que se procede como en el caso anterior:

g =

Las

Mo
Ho
Ho

Vo

(15)(6 x 107%)80) = 7.2 x 1073 pies

reacciones en el centro el§stico seran:

f

0

7.2)(1073)
(4.1625)(10~3)

= L730 kip

— a —
Ix

=0

Conociendo las reacciones en el centro eléstico, pueden calcularse las reaceiones y -
momentos en los apoyos (Ver Fig. 4.32):

v

Ho = 1.730 kip

= HK
(1.73)(15.86) = 27.44 kip

Acortamiento por carga exial en el nervio, equivalente a un esfuerzo axial de 300 psi
a lo largo de todo el arco.

El valor del desplazamiento "a" ser4:

aq = —==

(300)(80) _

fc.l
= =12 x 103
E 7 @00 X

Las reacciones en el centro eléstico serén:

Mo = 0



1346

a 12 x 1073

Ho = T = T7625 x 103
Ho = +2.883
Vo =0
- Por estatica se pueden determinar las reacciones y momentos en los saportes. (VerFig.
Ha = Hx = Ho = 2.883 kip
MA = MK = (2.883)(]5.86) = 45.72 ki.p.-pie

Por razones de espacio, no podemos continuar tratando otros casos més complejos, pe-
ro se espera que los ejemplos desarrollados anteriormente, sirvan de base para poder compren
der sin dificultad, la aplicacién y funcionamiento del método de la analogla de la columna
en el anélisis de arcos.
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CAPITULO 5

LA ANALOGIA DE LA COLUMNA
COMPARADA CON OTROS METODOS DE ANALISIS

La posibilidad de usar varios métodos en el andlisis de una estructura, plantea la inte
rrogante sobre cual de los mismos puede resuttar més adecuado de acuerdo a las condiciones
del problema, por ofrecer mayores ventajas, como podrfan ser emplec de expresiones mas fa-
ciles de operar, procesos menos |aboriosos, célcutos répidos, etc. lo que dé lugara una eco~
nomia de tiempo y trabajo. Conociendo las propiedades y funcionamiento del método de [ a
analogla de la columna, se trataré de hacer una exposicién breve sobre la conveniencia de
su empleo en diversos casos, efectuando ademés un balance comparativo entre tales situacio-
nes y las que ocurriréin al aplicar otros métodos de andlisis o las mismas estructuras. La compa
racién entre métodos se haré en el andlisis de vigas y especialmente en arcos. B

51  VIGAS

Las vigas frecuentemente son analizadas por el método de &rea momento, dicho méto-
do involycra el planteo de tres ecuaciones fundamentales que son:

d.m.
A_GA_B = El'“ ) (5.1)
A .d.m
XA-B = BT ) (5.2)
A v _ d.m
Yap = B =) (5.3)

Tales ecuaciones se interpretan en la siguiente forma:

5.1)  Ef desplazamiento angular del punte A, respecto al punto B de una estructura, es  i-
gual a la suma de las éreas de los diagramas de momento sobre El entre tales puntos.

5.2)  El desplazamiento horizontal del punto A respecto al punto B serd igual a la suma de
fas Greas de los diagramas de momento sobre El multiplicadas por fas respectivas dis-
tancias de sus centroides al eje horizontal que pasa por A.

5.3)  El desplazamiento vertical del punto A respecto al punto B, serd igual a la suma de
las Greas de los diagramas de momento sobre El entre tales puntos, multiplicadas por
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las respectivas distancias de sus centroides al eje vertical que pasa por el punto A,

En el caso de una viga de seccién constante y extremos fijos como la de la Fig. 3.9,

cuando se aplica el método de Area-momento, los momenfos de empotramiento se calculan en
la forma siguiente:

a)

b)

c)

d)

Plotear los diagramas de momento ocasionados por las redundantes en un extremodea
viga, asf como por las cargas aplicadas.

Plantear e igualar a cero las expresiones 5.1 y 5.3, con lo cual se obtiene un sistema
de dos ecuaciones con dos incégnitas.

Resolver este sistema para obtener el valor de las reacciones en el extremo considera
do. -

Calcular los efectos en el otro extremo por medio de las ecuaciones de Estética.

Para calcular el coeficiente de transmisidn que en este caso serd igual en ambos senti

dos, se procede asl;

a)

Suprimir el sistema de cargas sobre la vige y aplicar un momento concentrado en cual
quiera de los dos extremos, al que se supone arficulado, mientras que el ofro estard
empotrado.

Plotear los diagramas de momento correspondientes.

Plantear la expresién (5.3) e igualarla a cero.

Establecer la relacién del momento resultante en el extremo fijo al momento aplicado
en el extremo articulado que seré el coeficiente de transmisién.

La rigidez absoluta también serd igual en cualquiera de los dos extremos y se obtiene
planteando la expresién (5.1) que se iguala a la unidad, dejando como incégnita Gni-

camente el momento aplicado, que es precisamente la rigidez absoluta.

La aplicacién del método de la Analegfa de la columna en esta viga aunque no signi

fica una gran economia de frabajo, presenta las siguientes ventajas respecto al método Area-
Momento:

a)
b)

Se evita el planteo y resolucién de dos ecuaciones simulténeas con dos incégnitas.

Se caleulan los momentos en los extremos y en cualquier otro punto de la viga en for-
ma directa sin que un resultado dependa de otro.

No hay que plotear los diagramas de momento provocados por los efectos en el extre~
mo considerado, sino Gnicamente e! que resulta cuando la viga se hace Est4ticamente
Determinada.
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Al calcular el coeficiente de Transmisién o la rigidez absoluta, no se dibujan diagra-
mas de momento y |a operacién se reduce al céleulo de esfuerzos en una columna cor

ta con carga excéntrica.

Si se trata de vigas de saccidn no constante, apoyos fijos y asimétricas respecto a sy

ITnea central transversal, como la de la Fig. 3.13, el proceso se alarga cuando se analizan
por medio del método Area~Momento; los momentos de empotramiento se calculan asf:

a)

b)

d)

Plotear los diagramas de momento ocasionados por las redundaptes en el extremo con-
siderado, asf como por las cargas aplicadas.

Plantear las expresiones (5.1) y (5.3) e igualarlas a cero.

Resolver el sistema de dos ecuaciones simul faneas con dos incégnitas que resulta del
planteo anterior.

Conociendo el valor de las redudantes en el extremo donde se situd el origende los
ejes coordenados, calcular por medio de las ecuaciones de estatica las reacciones en

e otro apoyo.

En este caso los diagramas de momento sufren complicaciones, al producise quiebres

en los puntos donde cambia el momento de inercia de la seccién de la viga, resultando figu-
ras trapezoldales que dificultan el planteo de las ecuaciones. El coeficiente de fransmisién
no es igual en un sentido que en otro, para calcularlo por el método Area-memento se proce-

de asf:

a)

b)

Eliminar el sistema de cargas sobre la viga, aplicando un momento concentrado en el
extremo que corresponda al que se supone articulado, dejando al otro empotrado.

Piotear los diagramas de momento sobre El que también resultan bastante complejos.

Plantear la expresién (5.3) para obtener una ecuacién en funcién del momento induci
do y el momento aplicado, cuya relacién es el coeficiente de transmisién.

Para calcular las rigideces absolutas que en este caso tampoca son iguales en ambos

sentidas se procede asi:

a)

b}

Con base en los diagramas de momento sobre El ploteados en el caso del coeficiente
de transmisidn, plantear la expresién (5.1) e igualarla a la unided; en dicha ecuacién
aparecen como incégnitas el momento aplicado y el momento inducido, por lo que es
te Oltima debe expresarse en funcién del primero por medio del mismo coeficiente de
transmisién ya cal culado.

Calcular el valor de la incégnita de la ecuacién, o sea el momento aplicado que pro
voca el giro unitario, que serd la rigidez absoluta.

El método de la Analogia de la columna a pesar de complicarse en este caso por  la
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asimetria de la seccién transversal de la columna equivalente, siempre resulta un proceso mis
corto que presenta las siguientes ventajos scbre el métedo de Area-momento:

a) Se evita plotear fos diagramas de momento sobre El provocados por los efectos en el
extremo considerade, asf como por las cargas aplicadas; solamente debe plotearse e
diagrama de momentc sobre El que resulta cuande la viga se vuelve Estdticamente De

terminada.

b) No hay que plaritear ni resciver un sistema de dos ecuaciones simulténeas con dos jn-
chgnitas.

c) Se puede caleuler el momento flexionante en cualquier punto de la viga consideradg,

en forma directu sin que un resultade dependa de ofro.

d) En el caso de los coeficientes de transmisién y rigideces absolutas, no es necesario
plotear diagramas de momento, ni plantear ecuacicnes, sino solamente calcular esfue
zos en una columna corta con carga excéntrica.

Para una viga acartelada cemo la de la Fig. 3.20, el célculo de momentos fijos, coefi
cientes de transmisién y rigideces absolutas por medio del método Area-momento con stituye
un trabajo considerablemente complicado, puesto que el diagrama de momento sobre El en | a
parte correspendiente a la cartela, varfa de acuerdo a una curva cuya tendencia debe .ser es-
tablecida; la forma de operar el método es la siguiente:. ' :

a) Dividir la cartela en segmentos de longitud constante, al centro de los cuales se cal-
cula la inercia relativa respecto a la de la seccién constante de la viga que puede
considerarse como la unidad.

b} Plotear los diagramas de momento ocasionados por los efectos en el extremo considera
do y cargas aplicadas, cemo si la viga fuera de seccign constante y luego dividirlos
entre las inercias relatives.

A mayor nimero de segmentos, més se aproxima el polfgono resultante a la curva ver-
dadera del diagrama de momentos sobre El en ia cartela, perc esfo origina mayor nGmero de fi
guras trapezoidales, lo que dificulta y alarga en clto grado el planteo de las expresiones 5.7
y 3.3 a lo cual debe agregarse e! hecho de temer que repetir esta operacién cuando se van a
calcular las Rigideces absolutas y Factores de Transporte; por estas razones el método de Area
momento casi no se aplica para tales propésitos en vigas acarteladas. B

Afortunadamente se cuenta cen tabulaciones y curvas, que como las de la Portland
Cement Asscciotion (P.C.A.), suministran coeficientes para la determinacién de momentos fi-
jos por carga uniforme y carga concentrada, asf comeo factores de rigidez y Transporte, en fun
cién de la longitud de la cartela y la relacién entre el peralte minimo y el peralte maximo -
de la viga consideréndose el cass de acartelamientos rectos y acartelamientos parébélicos, -
tanto para vigas simétricas como asimétricas.

-Si no se cuenta con'la informacién de la P.C.A. u otro tipo de tablas, el método de
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la Analogla de la Columna resulta un proceso bastante cémodo y practico para abordar el pro
blema del célculo de momentos fijos, coeficientes de transmisién y Rigideces absolutas en una
viga acartelada, presentando las siguientes ventajas sobre el método de Area-momento:

a) No hay que plantear ni resolver un sistema de dos ecuaciones simultaneas con dos In
cbgnitas. -

b) Tampoco hay que plotear una serie de diagramas de momento sobre El, los cuales se
complican en la longitud de la cartela, alargando y dificultando considerabiemente ~
el andlisis.

5.2  ARCOS

‘En el capftulo anterior los arcos se constituyeron en dos grupos: los marces rfgidos vy
las estructuras curvas o arcos propiomente dicho; a continuacién se harén qlgunas discuslones
sobre estos casos si se emplearan otros métodos de anglisls, buscando establecer co mparagio-
nes con el método de la Analogla de la columna en tales situaciones.

En el caso de un marco simétrico de apoyos fijos como el de la Fig, 4.2, si se usa el
métado Area-momento para analtzarlo, se procede de la siguiente manera:

a) Plotear los diagramas de momento debidos a los efectos en el apoyo considerado, as'
como los que ocasianan tas cargas aplicadas.

b) Calcular las &reas en funcién de las reacciones y momento en el extremo considerado
y establecer las distancias centroidales de estas éreas a los ejes de referancia.

c) Factorar las incégnitas y multiplicor por los brazos respectivos o distancias centroida
les a los ejes de referencia, para obtener un sistema de tres ecuaciones simul téneqs
con fres incégnitas.

El proceso es bastante largo y tedioso, debiéndose tener mucho cuidade ol operar, to-
mando en cuenta los signos de las dreas y las distancias a los ejes, ya que frecuentemente se

-cometen errores que inciden en el planteo de las ecuaciones y pueden ofectar seriamente los

resu!tados.

En este caso el método de Analogla de la Columna ofrece un proceso mucho més sim=
ple que el anterior por lgs siguientes razones:

a) No hay que plantear ni resolver un sistema de tres ecuaciones simulténeas eon tres In
chgnitas.
b) Se pueden calcular las momentes en los nudos y en cualquier otro punto de la estructy

ra en forma directa.

c) Se puede hacer un chequeo de los resultados por medio de las reacciones horizontales
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en los apoyes del marco que se calculan independientemente, lo cual no esposible en
el métede Ares-momentc derde solamente se establecen en forma directa las red un-
dantes en el apoye considerade, debi&ndese [legar a las reacciones y momentos en el
otro ecpoyo con kbase en los resultedos anteriores.

El método Pendiente-defiexién sueie ser muy usado en el caso de los marcos rigidos
de determinade némero de fades; er dicho mérade se procede de acuerdo a las siguientes nor
mas: : : ' :

a) Plantear una serie de ecuaciones gque deben ser resueltas para solucionar el problema,

b) Existen tantas incégnitas come nudos tenga el marco arclizade, sin contar los apoyos
fijos donde no hay giros, ademés de la incégnita por ladeo.

c) El nomerc de ecuaciones resultantes, es igual al nGmero de nudos de la estructura, in-
cluyendo apoyos articulcdos, més una ecuacibn de corte por cada nivel.

d) Para plantear !as ecuaciones de momento en los nudos, hay que calcular previamente
los mementos fijos dekides a las cargas aplicadas sobre el marco y emplear la e xpre-
sién general del método.

e) Plantear g ecuacién de corte, que es sin dude alguna la fase més complicada, ya que
las columnas y vigos de lo estructura.se deben analizar por separado, para poder ex-
presar las reaccicnes herizontales inducidas en fes apoyos del marco en funciénde los
momentos en los extremos de sus miembros.

Puede verse que en el métedo Pendiente-deflexién el proceso resulta bastante laborio
so solamente en ei planteo de las ecuacicnes, a lo que debe agregarse el problema de la reso
lucién de las mismas y el tener que usar el valor de las incégnitas para calcular los momentos
en los nudes. El ndmero de ecuaciones que resultan puede ser alto, debiendo recurrirse prefe
riblemente a una computadera pora resclver el sistema. ' B

En el método de la Analogfa de la Celumna, aunque no es aplicable a marcos de mas
de un nivel y un claro, se tienen las siguientes ventajas respecto al método anterior:

a) Se pueden calcular direcfamente los momentos en los nudos de 1a estructura, sin plan
tear ni resolver ninglin sistema de ecuyaciones, ni considerar los ladeos de los miem=
bros. :

b) Se puede aplicar al anélisis de marcos de ciaro simple y un nivel, sin tener que usar

computadora de la cuai no siempre puede disponerse.
El método de Distribucién de momertos de Cross goza de bastante aceptacién, pero su
aplicacién estéd restringida a estructuras con nudos sujetos a giros que es el caso de fos mar -~

cos rigidos.

Para analizar un marce de claro simple, un nivel, apoyos fijos y asimétrico como el
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de la Fig. 4.10, por el método de Disfribucién de Momentas, se siguen los pasos siguientes;.

a)
b)

¢)

d)

e)

)

9)

Calcular las rigideces relativas de los miembros, asf como los factores de distribuclén,
Caicular los momentos fijos debidos a las cargas aplicadas sobre el marco.

Efectuar la distribucién de los momentos fijas en los nudos y analizar las columnas del
mareo para establecer las reacciones horizontales en los apoyos y consecuentemente

una Fuerza tope para evitar el ladeo.

Asumiendo un desplazamiento horizontal, caleular los momentas fijos por ladeo y efec
tuar la distribucién correspondiente.

Analizar las columnas del marco para determinar las reacciones horizontales en losa-
poyos, cuya suma seré la magnitugd de la fuerza horizental aplicpda.

Establecer un factor de correcclén que seré la relacién entre la fuerza tope y la fuer
za aplicada, corrigiendo luego los momentos por ladeo resultantes en los nudos.

Superponer los momentos por ladeo corregidos y los momentos por carga y fuerza tape,
para obtener los momentos reales en las nudos.

Puede decitse que para el caso considerado, el mé&todo de Distribuctén de momenios y

el de Analogfa de la Columna implican casi el mismo trabajo, pero éste oltimo presenta las s_i
gulentes ventajas sobre el primero:

a)

b)

<)

d}

e)

No hay que ocuparse en ningtn caso del ladeo de los miembros de la estructura.

No se necesita corocer ciertas férmulas para caleular los momentas fijos, las cuales
en muchos casas debido a la posicién de las cargas o o su naturaleza, pueden ser com
plejas o tienen que ser calculadas por separado. '

Solamente debe fenerse presente la formula para el célculo de esfuerzos por flexidn
en una columna corta con carga excénirica, asT como las dreas y posicién de los cen-
troides de algunas figuras especiales.

Se establecen los momentos en los nudos sin tener que hacer una suposicién para e |
desplazamiento horizontal, ni determinar un factor de correccién para rectificar mo-
mentos.

Las columnas del marco solo se analizanuna vez para chequear las reacciones horj=
zontales en los apoyos, cuya suma debe ser igual a la resultante de fas cargas horizon

“tales aplicadas.

Para analizar una estryctura curva o arco propiamente dicho, se divide en segmentos

o davelas segln se vié en el capftulo anterior; a mayor nimero de segmentos, més exacio re -~
sulte el analisis.
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El método Pendiente-defl exitn no puede aplicarse a estructuras curvas ya que éstas se
consideran formados por un nOmere infinito de lades, ¢ sea que existen un nOmero infinito de
nudos que darfan lugar a un sistema de infinite nimero de ecuacianes que no es posible plan~
tear ni resolver. El método de Distribucién de momenios de Cross, tampoco se usa en estructu

ras curvas, ya que al dividir el arco en dovelas, es diffeil efectuar la distribucién en un nGme
ro elevado de lados.

Area-Momento, Centro Elé&stico y Anologfa de la Columna son métodos que pueden
usarse en el anélisis de estructuras curvas. ' s

La diferencia entre el métedo dei Centro Elastico v el de Analogfa de le Columnag, es
que en el primero se calculan las reacciones y momento en el Centro eléstico de la estructura
el cual debe suponerse unido a uno de los apoyos del arco por medio de un brazo rfgido, para
calcular las reacciones y momentos en los extremos o en cualquier otro punto; en el segundo
método, los momentos en ios apoyos o cualquier otro punfo del arco son calculados d i re cta~
mente y mediante estos pueden establecerse las reacciones en los extremos; pero en ambos mé
todos se usa la seccién transversal de la columng andlega, asl como la férmula general de fle~
xién en columnas, ' o

Al emplear el método Area-momento en el andlisis de un arco simétrico dobl emente
empotrado como el de la Fig. 4.19 debe recurrirse o las ecuaciones del método en la forma
que se indica a continuacién:

AX, = Z-M—’E—,é—s | (5.4)
, x. 0
Ay, = £—M’E—Ii (5.5)
o g MA | | |
AB, - B o | (5.6)

Er las expresiones anteriores M es el momento en el centro de dovela considerado y
se expresa en funcién de las reacciones en un extremo tal como se indica o confinuacién:

M= Mp = Hp.y - Vax +m (5.7)
Dondes

Ma, VA y Hp son las redundantes en el apoyo A.
x ey son las coordenadas del cenirc de devela. \ - .
"m" es el momento en el centro de dovela debido a las cargas sobre el arco.

Los pasos a seguir son:

a) Dividir el arco en determinade nGmerc de segmentos o dovelas; hacer pasar un sistema
de ejes rectangulares por el apoyo A y tomar las coordenadas de los centros dedovela



b)

c)

d)

e)

f)
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respecto a los mismos.

Calcular las inerclas relativas, asf coma los inversos de las mismas en cada centro de
dovela, que en este caso son iguales debido al peralte constante del arco.

Hacer una tobulacién para establecer los valores del memento M en cada centro de -
dovela.

Multiplicar cada uno de los valores de M por la respectiva langliud de dovela As, ex
presando en otras dos columnas los productos de los valores anterlores mul ti plicodos
por la coordenada x o la coordenada y de cada centro de dovela.

Efectuar las sumas de los valores de las coluymnas mencionadas anteriormente, paraesw
tablecer las expresiones (5.4), (5.5) y (5.6) que se igualan a cero y copstituyen un sls
tema de tres ecuaciones con tres incégnitas, cuya resolucién permite conocer el valar
de los redundantes en el apoyo A, |

Calcular las reacciones y momento en el apoyo B por medio de las ecuaciones de Es-
tética.

El planteo de las ecuaciones en el método Area-momento resulta bastante diffcil y lar

go ya que ademés de tener que considerar en cada centro de dovela el planteo de la gxpre-
sién (5.7), multiplicar la misma por la respectiva longitud de dovela, ast como por el inverso
de las tnercias relativas si el peralte del arco no es constante y luego por las distancias a los
eles vertical y horlzontal; deben también calcularse los momentos que ocasionan las cargas
aplicadas al arco en cada centro de dovela.

Al aplicar la Analogia de la columna el arco considerade, se abtienen tags sigulentes

ventajas sobre el procedimiento anterior:

a}

b)
¢)

d)

Resulta un nGmero mucho menor de operaciones, lo que reduce la posibilidad de una
equivopcacién.

No hay que plantear ni resolver un sistema de tres ecuaciones con fres incbgnitas.

Se pueden establecer los momentos en cualquier punte del arco en forma directa, es
decir sin usar las reacciones en los apoyos.

Se calculan lgs reacciopes horizontales en los apoyos del arco en formg independiens
fe, la que permite un chequeo de los resultados. En el método de Area-momento sola
mente puede efectuarse este chequeo si se plantean dos veces las ecuaciones del mé-
todo, caonsiderando el origen del sistema de ejes rectangulares tanto en uno como en
otro apoyo lo cual equivale a duplicar el trabajo.

Si se trata de un arco simétrico de apoyos articulados como el del ejemplo del grtfcu~

lo 4.4.2, ol analizarlo por el método de Area-momento, el proceso se simplifica, parque oni-
camente es necesario plantear una ecuacién adicional sobre las tres de Estatica, que serd la
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expresién {5.4). Los pasos a seguir son los siguientes:

a)l " Considerar en cada centro de dovela la expresibn (5.7), que se muitiplica en cada ca
so por la longitud de dovela y por la distancia al eje harizontal. ‘

b) Si el peralte del arco es variable, las cantidades anteriores se multiplican por los in=
versos de las inercias relativas respecto a la inercia en la clave, en coda centro de
dovela.

¢) - Siel peralte es constante, se puede considerar la inercia relativa igual a la unidad.

d) La suma de estos productos conduce a la expresién (5.4) que igualada a cero es la pri

mera ecuacibn de un sistema de dos ecuaciories simultaneas con dos incégnitas, el cual
se completa con la ecuacién =M = 0,

e) Resolver el anterior sistema de ecuacicnes para establecer las reacciones en el apoyo
considerado.
f) Calcular las reacciones en el otro apoyo por medio de las ecuaciones de Estatica.

El método de la Analogia de la columna no presenta en este caso ninguna co mplica-
cibn y tiene las siguientes venthus respecto al método anterior:
a) . . La férmula general para e| célculo de esfuerzos per flexién en columnas, segon se vié
en el capftulo anterior se reduce a un término.

b} Se evita el planteo de la expresién (5.4) y las numerosas operaciones a que dﬁ lugar.

c) No hay que calcular los momentos en cada centro de dovela debidos a las cargas apli
cadas sobre el arco.

d) No se debe resolver un sistema de dos ecuaciones simulténeas con dos incégnitas para
caleular las reacciones en el apoyo considerado.

e) Se pueden chequear los resultadoes por medio de las reacciones horizontales en los apo
yos que son establecidas independientemente una de la otra.

Los conceptos anteriores sobre comparacidén entre métodos en el andlisis de arcos 5|mé
tricos, pueden ser extendidos al caso de los arcos asimétricos, teniendo presente unlcamenl'g,
ciertas variantes que ocurren al plantear las ecuaciones en el méfodo Area-momento, o las co
rrecciones por asimetria que se hacen en la férmula de flexién en columnas si se emplea e
método de [a Analogla de la columna.

Brow b oyven oo
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CONCLUSIONES

Los principios en que se basa la teorfa de la Viga Conjugada, asf como los que defi-
nen a la Estructura Conjugada son de mucha importancia para el estudio y desarrollo
del método de la Analoglfa de la Columng, debido a la estrecha relacién que guardan
entre sf.

Fl método del Centro Eléstico es parte integral del de la Analogfa de la Columna, ya
que por medio de sus ecuaciones se puede llegar a establecer la expresién general de
la columna anéloge.

A diferencia del método del Centro Eléstico que se limita al célculo de las redundan
tes en el punto neutral y se recomienda cuando solamente se requieren las reacciones
y momentos en los apoyes, el método de la Analogla de la Columna permite determi-
nar los momentos por flexién en cualquier punto de una estructura estéticamente inde
terminada de claro simple con redundancia al tercer grado como méaxime. B

En vigas de seccién constante el método de la Analogia de la Columna estd a la par
de otras formas deranélisis, pero en el caso de vigas de secciédn transversal con distin
tos peraltes, sf se logra una apreciable economla de trabajo en el anélisis.

La investigacin de momentos fijos, coeficientes de transporte y rigideces absol utas
en vigas acarteladas, cuando: no se dispone de tablas o gré&ficas para el efecto, Onica-
mente puede efectuarse por medio de la Analogla de la Columng, ya que ta aplica-
cién de cualquier otro método de andlisis resulta impréctica.

Los arcos estaticamente indeterminados pueden ser analizados ventajesamente por los
métodos de Area-momento, Centro Elastico y Analogfa de la Columna.

Se recomienda el uso del método de la Analogfa de [a Columna en el anélisis de ar-
cos estructurales que por razones de orden préctico se construyen de un solo ¢laro.
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