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ANALISIS PLASTICO DE ESTRUCTURAS RETICULARES DE ACERO

1
INTRODUCCION

Los primeros estudios hechos pars dimensionar elementos estructurales
sometidos a diversas solicitaciones se basaron en la determinacién de la
carga dltima que es0s elemenios fuesen capaces de soportar, sin embargo,
desde prinoipios del siglo pasado se pretende diseflar los elementos ep--
tructurales de tal manera que los esfuerzos miximos en ellos no aleancen
el velor correspondiente sl lfmite de proporcionalidad, en la que es vé=
lida la ley de Hooke.

.Con &sto se persigue que no se preeenten en las estructuras deforma--
ciones permanentes y poder basar los cdlculos en la ley de Hooke, gque ==
pernite establecer férmulas relativamente simples.

En consecuencia, contamos en nuestiros dfas con métodos refinados para
ol andlisis y disefio de estructuras basados en la Teorfa de la Elastici-
dad, cuya premisa fundamental consiste en no sobrepasar el esfuerzo co=-
rrespondiente al lf{mite de proporoionalidad.

Sin embargo, el comportamiento resl de las estructuras disefiadas elds
ticamente no puede explicarse, en muchos casos, mds que admitiendo que =
los esfuerzos sobrepasan el lfmite de elasticidad y que, més alld, el ma
terial deja de mer eldatico para convertirse en pléstico, lo que invali-
da una de las suposiciones fundamentales de la teorfa eldstica.

Se han desarrollado métodos que tratan de utilizar la propiedad del a
cero de oomportarse pldsticamente més alld de la zona de valides de la -
ley de Hooke; emtos métodos tratan de estudiar las condiciones de colap-
so de la estructura, con el objeto de disefiarla ddndole un coeficiente =
de seguridad adecusdo para evitar la falla. Desde luego la estructura ex
perimentard deformaciones permanentes para cargas menores que las de co-
lapso, perc esas deformaciones no tienen muchs importancia en la capaci-
dad dltima de carga.

Los métodos plésticos de andlieis y disefio serdn aplicables si el ace
ro se comporta como un material elasto-pldstico, lo gque no sucede Sisle=-

pre; por ocomsiguiente, no podremos utilizarlos cuandc lss condiciones =--



del proﬁlema sean tales que tengamos otra clase de comportamiento.

le capacidad de una estructura para’soportar'las cargas que obran so-
bre ella puede determinarse por cualquiera de los comportamientos siee--
guientest .

l. Pandeo, localizado o general, ya sea eldstico, pléstico o una conm-
binacién de ambos,

2.'Res;s£ancia a la fatiga.

3 Practura frégil bajo carga estdtica, resultante, en general, de la
combinacién de una serie de factores adversos (bajas ‘temperaturas,
estados triaxiales de esfuerzos, material deficiente y defectos lg
oales de disefio o fabricacién). ' '

4. Flujo pldstico y deformacicnes cada vez mayores bajo ocargs orecien

te.
Los métodos pldsticos de anflisis y disefio, evidentemente, no serdn a
plicables en ningunc de los tres primeros ocasos, pero sf lo sarlh ‘an el

cuarto; y son muchae las estruoturas que caen en €1,

Sin embargo, habrd ocasiones en que no podrdn ser utilizados los eéto

dos plésticos y serd necesario recurrir a los procedimientos eldsticos =
iradicionales; perc cuardo aguellos sean vélidos, serdn, en general, mfe
fdciles de apliocar que los eldsticos y nos proporcionardn, ademfs, una -
visidn més correcta del comportamiento de la estructura ¥y un coeficiente
‘de seguridad mds confiable; por otro lade, lae ensefianzas que se obtie-=
nen de los métodos plésticos son aplicables adn en el dipefio eléstloo de

las estructuras.

2
COHCEPTOS FUNDAMENTALES

241 DUCTILIDAD DEL ACERO,

El acero es el més dictil de los materiales utllizado- en la aotuall-
dad en la construccidn. Por lo tanto, el acero eatructural admite gran--
deg deformaciones mé€s alld del lfmite de elasticidad sin pellgro de frac
tura y hace posible la aplicacién de loe métodos plést1cou sl diaeﬁo o8-
tructu:al.
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Ia Fig. 2.1, que es la ocurva esfuerzo=-deformacidn del acero, nmuestrs
claramente la ductilidad antes mencionada. '

E
f (‘h./aﬂ )
éE =f ed
de
Bowo o
T Vol omEs Preswepes:
lch [ E m Zo4oooo K«b-/qf-
- FY - 2RO "ﬂ/"‘“
= ey = M= 10':‘
i A <E Famd = 14 x \o
\eoc 4 3% ed = Avoce K1./¢M‘.

(=] 5 A " N s " -
€x 2 4 ¢ & o2 W 1% 2O PR Z4 ZW 28 x 7@

€

EE\G-. .1

La figura corresponde a un ensayo de tenaién, pero para cualquier o=~
tro tipo de solicitacién se obtiene una curva semejante.

Aungue el acero estructural no puede proporeionar una cantidad indefi
nida de deformacién pléstica, su ductilidad es duficiente para llenar ==
las necesidades de los métodos pldsticos de disefio; las deformaciones reg
queridas en §stos no suelen llegar a la iniciacién del endurecimiento --
por deformacién, por lo que el acero puele idealizarse como un material
slasto-pléstico perfecto, como se muestra en la Fig. 2.2, suponiéndolo
capag de soportar deformaciones indefinidas bajo esfuerzo constante (en

algunas ocasiones se le idealiza como un material ri{gido-pléastico, Fig,
2.2b)e

¥ ¥
o =
¥ - > ¥y >~
o < o €
e B.EZqg Fie- Z2. 2

No se toma en cuenta el aumento del esfuerzo mds alld del correspon--

diente al l{mite inferior de fluencia, Fy, que suele presentarse antes =
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de iniciarse el flujo pléstico, ¥y que sélo introduciria notables compli-
caciones en el probleme, sin afectar notablemente los resultados, ni tam
poco el endurecimiento por deformacién, que se deja como un margen de ag
guridad, ya que, evidentemente, antes de que el acerc falle el esfuerszso
a que estd sometido debe crecer nés alld de Fy; sin embargo, este esfueg
zo se considera como el mfximo que puede preseniarse.

Conviene hacer notar que la elongacién correspondiente a la inicig---
cién del endurecimiento por deformacidén ee de =s8lo 1.4% aproximsdamente,
mientras que la ruptura final se presenta para elongaciones del 25% 0 ==
nds; en disefio pléstico, las deformaciones unitarias orfticas rara vez =
son mayores de l.,4%, de manera que adn queda por utilizar la mayor parte
de la ductilidad de]l acero, lo que proporciona un margen adicional de se
guridad, | | |

Lags deformacicnes ndximas arriba mencionadas corresponden a cargas de
colapso, no de trabajo, y no se presentan en toda la aatructura, sino d-
nicamente en algunas zonas critioas de dinsnslonea reducidas; en la mayo
ria de los casos las defornaciones peruanecen debajo del limite eldstico

para cargas de trahajo.

2,2 DISENO ELASTICO CONVENCIONAL,

Consideremos una viga de seccién iransversal constante apoyada libree
mente en un extremo y empotrada en el otro, cargada como se muestira en =
la Fig. 2030 ‘

2/m L _ ‘fbl-

_!‘E\c.. 2.5

Aplicando el eriteric eldstico, obtenemos los valores siguientes para

los nmomentos bajo la carga ¥y en el empotramiento:

My == PL y nz=-%1=1.=nau.

i
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La viga se dimensionard de tal manera que el esfuerzo méximo que se =
presente en ella no sBobrepase al de trabajo, Fi, de manersa que deberé -

cumplirse la condicidén:

1,

Fmax = 5

< Pt

Donde S=mddulo de seccién ordinario=l/y (I es el momento de inercia y
y es la distancia del centroide de la seccidén a la fibra extremaj, Susti

tuyendo M2 por su valor, obtenemos:

_ 5Bk
Fpax = 278 €

De esta expresién despejamos la carga méxima admisible, a la que lla-

maremnos Pt

py o 2ISFt
= &5

Si incrementamos el valor de la carga P, llegarf un instante en que -
el esfuerzo nmdximo en la vigs alcance el valor Fy, correspondiente al 1i

mite inferior de fluencia; ésto suceder{ cuando P valga:

- 2I5Ey
Py" 511

El factor de Beguridad con respecto al limite inferior de fluencia es

t4£ dado por:

gsf. en el 1fm, inferior de fluemcia _ Fy _ 2y

F.8, = esf, de trabajo Pt * Pt

Ve esta manera se define el factor de seguridad en estruciuras disefig
das eldsticamente, y nos indica que si la carga de trabajo Pt se increw~
menta hasta alcanzar sl valor de F.S5.Pt, en epe instante aparece sl es=-
fuerzo de fluencia Fy en las fibras més cargadas de la viga.

Bs decir, el disefio eldstico se debe efectuar de tal manera, y el coe
ficiente de seguridad se debe escoger con un valor tal, que nunca, duran
te la vida ¢til de la estructura se alecance, en ningin punto de la mig--
ma, el esfuerzo de fluencia. Esto se debe, aparentemente, al desec de ==
que no aparezcan deformaciones permenentes, pero la razén real es que si

nos salimos del rango eldstico (en el acero estructural el limite de pro



porcionalidad y el inferior de fluencia prdoticamente coinciden) todas -
lass férmulas basadas en la ley de Hooke dejan de ser v{lidas y; por con-
- siguiente, la Teorfa de la Elesticidad se vuelve inaplicable, '

En realidad, en las estructuras disefindas elfsticamente no' se cumple
la condioién mencionada anteriormente, ya que se salen continuamente del
rango de aplicaoién de la ley de Hooke & causa de una serie de factores,
de los cuales mencionaremos algunos a continuacidn, , - _

1, Conexiones. En el disefio de conexiones remachadas en las que. exis=
ten varios remaches en lfnea en la direcoidn de la fuerza, se supone gue
é6ta se reparte por igual entre todos ellos; esta suposiocién se cumple,
desde luego, cuando el nfimero de ren#ches es dos, pero deja de per ciere
ta para trees o mds; en efecto, cuando la fuerza que obra sobra‘;a Junta
es relativamente baja, los remaches extremos toman una porocidén dé ella -
mucho mayor que la que toman los centrales, debidc a la diferencia en de
formaciones del material que los rodea., Por consiguiente, si la distribu
cidn eldstica de la fuerza se conservase hasta la falla de la junta, se
romper{m primero los remaches extremos, y la falla de éstoa provocarfa -
posteriormente la falla total. ' ' '

Experimentalmente se ha comprodado, sin embargo, que poco antes de =-=
que la junta falle, la fuerza que obra sobre ella estf efectivamente dis
tribuida por partes iguales entre todos los remaches, debido a que cuan=
do el esfuerzo en los de los extremos alcansa Fy, fluyen plésticamente y
pasan el exceso de carga a los del centro, por lo que todosrloa,renaches
estdn igualmente cargados en el momento dél colapso,

Por lo tanto, no 86lo se admite que el esfuerzo en los remaches llge=
gue al valor Fy, sino que el disefic de la junta estd basado, de hecho, -
en su resistencia final, y no en su comportamiento eléstlco.

2. Influencia de agujeros en placas. Un agujero cirocular en una placa
ccagiona una concentracién de esfuerzos que, en el rangd eléstico} haée
que los esfuerzos en loe bordes del agujero alcancen valores hasta tres
veces mayores que loe que existirian si la placa no estuviese agujerea-
da, para estados de esfuerzos de tensién o compresidn pura.

5in embargo, las placas se disefian suponiendo una dlstribucién unifor
ne de loe esfuerzos, descontando simplemente del £rea total la del aguje
I'Ce

i
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De nuevo no se cumple la condicién de que los esfuerzos sean menores
que Fy, ya que este esfuerzo aparecerd en los bordes del agujero, y la -
distribuoidn uniforme de esfuerzos que antecede a la falla se presentard
dnicamente a causa de las redistribuciones ocasionadas por la ductilidad

del acero,

2.3 ESFUERZ0S RESIDUALES, DE FABRICACION Y MONTAJE,

Los esfuerzos residuales se deben al enfriamente no uniforme de los -
perfiles despuds de la laminacién, alcanzando valores del orden de la mi
tad a dos tercios de Fy; sin emBargo, en los métodos eldsticos se admite
la hipétesis del estado inicial neutro, y se toman en cuenta Gnicamente
los esfuerzoe ocasionados por las cargas gue obran scobre la estruciura.
La superposicién de éstos con loe que ya existfan previamente dar{ lugar
a que se alcance el esfuerzo Fy y se presenten plastificaciones en la es
tructura. |

Andlogamente, los esfuerzos residuales debidos & la ejecucidn de sol-
daduras y los ocasionados al enderezar o dar ocontraflecha a las piezas,
asl como los que aparecen al formar a €stas durante el montaje y los de=
bidos & hundimientos no previstos de los apoyos, dan lugar, al superpo=-=
nerse con los producidos por las cargas, a que en muchas secciones de --
las estructuras se alcance el esfuerzo de fluencia del material.

Por otra parte, y con la dnica excepcién de las estructuras muy sime-
ples, los métodos eldsticos exactos son sumamente tediosoé, por lo que =
rarapnente se usan en la préctica; en lugar de éplicarlos, se hacen sime-
plificaciones que permitan reducir los oflculos. Por lo tanto no puede -
eaperarse que los esfuerzos calculados de esta manera guarden con los --
que en realidad existen en la estructurs una relacidn muy cercana.

Como dliimo ejemplo, podemos citar el de las estructuras construfdas
en zonas sfismicas; en muchas ocasiones su comportamiento ante temblores
importsntes no se ha podido explicar més que teniendo en cuenta la ducti
lidad del material de que estdn constitufdas, al grado de que lae precau
ciones més importantes que deben tomarse en estructuras que se constru=--
yan en zonas sismicas deben tender a hacer que tengan la mayor ductili--
dad posible,



Podemos concluir, pues, gque en estructuras disefiadas eléatxcamente, -
109 esfuersoa reales son muy frecuentemente mayoree gue Pt y aloanzsn, -
también con mucha frecuencia, el valor Fy, por consiguiente, los eafuer-

zo8 calculados al emplear nétodos el{sticon guardan muy pooa rolaci&n -

oon los reales, y no son, de hecho, mds que un fndice para dlgoﬂq estrqg:

tural; por otro lado, en muchas ocasiones hay que invocar la ductilidad
del acero para explicar fendmenos que, desde el punto de vista elfstico,
gon inexplicables. A '

Los métodos plédsticos simplemente pretenden tener en cuenta, de una =

maners cons¢iente, esa duotilidad del acerc, con lo que se obtiene, con

meyor exactitud, la capacidad de carga real de las estructuras.

244 CAPACIDAD DE CARGA Y COEFICIENTE DE SEGURIDAD
REAL EN ESTRUCTURAS ISOSTATICAS E HIPERESTATICAS,

Consideraremos dos estructuras sencillas, una isostéfica ¥ 1s otra hi'

perestf{tioa, formadas por barras sometidas a tensién.

1. Barra a tensidén (sistema isostdtico). les expresiones que nos dan

el esfuerzo y el alargamiento total de la barra mostrada en la Fig. 244

gEont

I P nf
.LL—’ Ay

FL

. S 6--FI
P
$qE.Eu+

La carga mdxima admisible es la que produce el esfuerzo Fy en la ba=-
rra, o sea Py=AFy, ya que en cuanto se plastifica alguns de las seccio--

nes transversales de la barra (tedricamente toda la barra se plastifica -
al mismo tiempo) se presenta en ella un flujo pléstico no restringido; -
por consiguiente, al mlcanzar los esfuerzos en las secciones transversae'

les el velor Fy, la barra sigue largdndose sin que la fuerza P aumente,

¥ puede considerarse agotada su capacidad de carga.
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En la Fig. 2.5 se muestra la gréfica carga~deformacidn de la barra.
El coeficiente de seguridad de

P la pieza es:
N 'ncc A
te_e-rmumoo FP.S. = % = % = %
5
:izgzﬁﬁ?menmo Si utilizamos para el disefio -~
los esfuerzos especificados por -
= é el AISC para el acero A36, tendre
= F1'-‘-- = F
S =S nos:
Fiesomh, 2.5 2530
F,S5. = 1400 = 1.81

Evidentemente este factor de seguridad, determinado con respecto al =
‘eafuerzo de fluencia, es también el coeficiente de seguridad de la barre
respecto al colapso, puesto que hemos visto que en este caso la falls de
la barra coincide con la iniociacién del flujo pldstico.

2, Tres barras conourrentes en un punto (sistema hiperestdtico). Las
tres barras que forman el sistema mostrado en la Fig. 2,6 tienen la nis=-

ma seccidn tranasversal, constante en toda su longitud.

Areass 11 = ‘2 13 = A

Ly = Y22

Fuerzas: T, Ty, T3

Longitudess L1

(Por mimetrfs, Ty = T3)

Alargamientoss ALy, Alp, AL3
(Por simetria, Aly = ALz}

Se trata de determinar la intensidad de la fuerza gue aparece en cada
una de las barras.
a) Solucién elfstica: Eseribiremos la ecuacién de equilidbrio de pro--

yecciones sobre un eje vertical,

271C0845°% ¢ T2 = P



Como la estructura es hiperestética de primer grado, neceaitamos una

ecuacién adloional, de compatibilidad de deformaciones:
AIQ.COS45° = Ml

Sustituinon en esta ecuacién a ALy y Als por sus valores dados por la
ley de Hooke: S
(Tolp/BA)Cosd5° = T1E1/BA S Ty = Tr(Lp/Inp)Cos45°

Llevamcs este valor a la ecuacidén de equilibrio:

2T (Irz/Irl)Cos'245° + T2 =P S To = 2P ¥y T3 =T3 = P

2 e 2 ELYT 32442
la barra central estd sometida a una fuerza mayor que la gque aparece
en las laterales, por consiguiente, puesto que las secciones transversa=-
les de las tres tienen la misma 4rea, el esfuerzo mfximo ee ﬁreaeﬁ%ard -
tanbién en la barra central y, si el valor de P va aumentando, en ella a
parecerd primero el esfuerzo de fluencia Fy, '

Este esfuerzo se presentard{ por primera vez en la estructura cuando:

™ 2P

Tzaaér:—vg
O sea cuando P alcance el valors

py=3—-"-'—”—?my==1.707ﬂy

= AFy

Siguiendo un oriterio eldstico, la carga de trabajo de la estructura

serd:
Pt = 1,707 AFt
Por consiguiente, el coeficiente de seguridad eldstico, respecto & la
iniciacidén del flujo pléatico, vale:

B 10
F.S, = 1‘:‘%1.-181

bste valor es el mismo que en la estructurs iaostét:ca estudiada pre=
viamente, .

b) Solucidn elagto-plédatica: A difersncia de 1lo que sucede en la ee--
tructura isostdtica, la aparicién del esfuerzo Fy en la barrt central no
implica la falla de la estructura, ya que el alargamiento de esz barra

estd limitado por las dos laterales, que se comportan atfin eldsticamente;
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es decir, se presenta un flujo pldstico restringido por las porciones de
la estructura que se maniienen afin en estado eldstico.

Por consiguiente, la carga Fy no serd médxima en el sistema (la méxima
que pueda moportar), ya que las barras laterales podrén fomar inoremen--
tos adicionales de carga, mientras que la fuerze en la barra central se
mantiene constante e igual a AFy, puesto que & los alargamientos eldsti=
cos de las primeras corresponderdn alargamientos en el rango plédstico -=
(con esfuerzo constante) en la dltima.

Al incrementar la carga mds alld de Fy, la estructura se comporta co=
mo si fuese un sistema isostditico formado por dos barras, sometido a la
accién de una fuerza P, creciente hacia abajo, y una constante AFy, ha--
cia arriba (Fig. 2.7).

- La falla de la estruectura se pre-
sentard cuando se plastifiquen tam--

bién las barras laterales, ya que en

A ese momento las deformaciones no ten
drdn control e irdn aumentando bajo
carga constante (flujo pldstico no =

- restringido).
Cuando ls carga alcance su valor
Ieuma 2.7 médximo posible, Puy la fuerza en ca-

da una de las tres barras veldrd ---
AFy; de la condicién de equilibrio obitenemos el valor Pu (Fig. 2.8). Ob=

sérvese que la condiecién de compatibilidad no es ya necesaria.

Pu = AFy + 2AFyCos45°

= AFy (1 + ¥2)
AEy AFy
- = 2,4142 AFy
AFy
El coeficiente de seguridad real
(respecto a la falla) del sistema di
sefiado eldsticamente es:
Pu
FoS, = i 244142 AFy/1.707 AFt
Fa
coma Z.en = 142 & = 142 X 181
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FQS. = 205?

Le comparacidn de este valor con el obtenido para la barra aialada so
metida a tensién (isostftioa) bace evidente uno de los puntos dificilmen
te defendibles del disefic eldstico: la existencia de coeficientes de me-
guridad diferentes respecto al colapso pars diversos tipos de egtructue=
rag, aungue la séguridad con respecto & la iniciaecién del flujd plédstico
sea, &l menos aparentemente, igual en todas. BEn canbio,'utilizando n‘to-
dos plésticos podemos tener un coeficiente de seguridad oonstante, pues‘
una vez oalculada la oarga de falla nos bastard con divzdirla entre un -
ndmero cualquiera fijo, mayor gque uno, para obtener 1la carga de trabajo,
oon el coeficiente de seguridad real que hayamos escogido. ‘

En la Fige. 2.9 se muestra la gréfiocs carga=deformscidn de lsa estructu
ra; scbre el eje de las ordensndas hemos llevado la relaczén ad;menaional
P/AFy y sobre el de las abscisas el deaplazam;ento vertioal del punto de
aplicacidn de la carga, Alo.

7 C
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Travewn 2.9

En la primera etapa del procesoc de carga, las tres barras se encuen--:

tran en estado eldstico; después de quese plastificé_la central, los in-
crenentos de carga son tomados €nicamente por las dos barras laterales,
de manera que a un mfnimo incremento de carga le corresponde una deforma
cidén mayor que en la primera etape (flujo plédstico restringido); luego,=
al plastificarse también las dos barras leterales, se presenta un flujo

pléstico no restringido, con aumento indefinido de la deformacién, bajo
carge congtante,

t
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Llamamos oarga @ltima o carga de colapso a la cargs que ocasiona el -
flujo pléstico no restringido de la estructura sobre la gque aotla, es de
¢ir, a la carga para la cual las deformaciones de la estructura aumeatan

mientras que ella se mantiene constante.

3
TEORIA SIMPLE DE LA FLEXION PLASTICA

3,1 ASPECTOS GENERALES,

Los adelantos més importantes que se han logrado hasta la fecha en ==
" los métodos pléstioos han sido en el estudio de estructuras reticulares
planas, en las que todos los miembros y las cargas que obran sobre elles
se encueniran en un mismo plano. |

Ia oapacidad de carga de una egtructura de este tipo se debe, princi=-
palmente, & la capecidad de sus juntas pare transmitir nomentos floxiow=
nantes y & la resistencia a la flexidn de los miembros que la componen,
aunque sobre ellos obran también, casi siempre, fuerzas cortantes y nor=
males (que por ahora despreciaremos su influencisa sobre la resistencia -
fltima a la flexidn).

3,2 HIPOTESIS FUNDAMENTALES,

l. El material sigue la ley de Hooke hasta que el esfuerzo alcanza el
valor correspondiente al 1{mite superior de fluencia; al aumentar la de-
formacién, el esfuerzo baja bruscamente hasta el limite inferior de ====
fluencia, y & partir de ese punto se mantiene constante, hasta que se =--
presenta el endurecimiento por deformaciém. Es decir, la gréfica esfuer=

zo=deformacidn tiene la forma indicads en la Fig. 3.l.

¥

laF .. ' /
T

Floomwa 5.1
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. En le prdotica me suele ignorar el aumento de esfuerzo hasta el 1ini~
te superior de fluencia (LsF) y el descenso bruaco del mismo, as{ como =
el endurecimiento por deformacién, con lo que se obtiene un dizgrama i--
dealizado formado por dos tramos de recta (indicado con lfnes punteada =
en la figura).

Entre O y Fy el material sigue la ley de Hooke, de manera que en esa
zona estd dado ﬁor la relacién esfuerzo=deformacién F=BE.

Mfs alld de la deformacién correspondiente al limite inferior de ===
fluencia, £y, las condiciones que deben llenarse son £>fy, FaFy.

2+ Las propiedades del material en comprensién son las mismas gue en
tensién, conservindose los mismos valores pars E y Fy.

3. El material es homogéneo e isétropo, tanto en el rango eldstlco co
mo en el pléstico. ‘ .

4, Cada fibra de la pieza sometlda a flexlén Be compcrta lgual que a
tensién o compresidn simple, es decir, se sopone que cada una de las fi-
bras estd en libertad de alargarse y coanbtraerse longxtud;nal y tranaver-
salmente, ¢ viceversa, bajo la accién de las fuerzas exteriores, cono ai
estuvzera separada de las demés.

5. Toda seceidn tranaversal de la viga es s1métrica respecto a un eje
que estf{ alojado en el plano de la flexiém, _ ‘ o

6. Las secciones transversales planas antes de la deformacién p;rmane
cen planas después de ésta, y se conservan normales al eje longltudinal
deformado de la pieza (eata hipétesia ae cumple rignrosamente en vigag =
‘sujetas a flexién pura; en los dem&s casos su aceptacidn equivale a ‘des=
preciar el efecto de lae fuerzas cortantes sobre las deformaciones), -

7o No hay fuerza axial resultante en las secoiones transversales de =
la vigae (es decir, las fuerzas normales interiores son mecénicamente awe
quivalentes 2 un par en cada meccidn tramsversel). | N '

8. Lap deformaciones son suficientemente pequefias pars que pueda cone
siderarse que P=Tan@, siendo @ la curvatura en un punto cualquiera del e
Je de las barra. '

De acuerdo con las hipftesis anteriores, al analizar uns estructura =
plésticamente se supone gue las deformaciones se deben dnicamente a los

momentos flexionanteé, suposicién andloga a la que se hace, en general,

en gnélisia eldstico (por ejemplo, &l resclver una_eatruétu;a eldstica=e

A

i
R
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mente por distriducién de momentos, las rigideces suelen calcularse sin

tener en cuenta el efecto de las fuerzas normales que obran en las ba~=-
rras); después, al hacer el disefio por cuslquier método, eléstico o plés
tioco, sf se tomardén en cﬁenta las fuerszas normales y tangenciales,.

3.3 FLEXION DE BARRAS DE SECCION
TRANSVERSAL RECTANGULAR,

Basados en las hipStesis anteriores, estudiaremos el desarrocllc de de
formaciones y esfuerzos y la distribucién de zonas plastificadas cuando
se flexiona una viga de seccién transversal rectangular, en etapas suce-
sivas y partiendo del estado iniecial neutro, primero hasta alcanzar el -
1{mite elistico en las fibras de los bordes superior e inferior, y des--
pués, nds allf de ese limite, hasta la plastificacién completa de la sec
cibn (Fig. 3.2)e ' )

Las figurﬁa 144 (Fig, 3.2) representan les distribuciones de defor-
maciones, esfuerzos y zonas plastificadas correspondientes a distintas ¢
tapas de la flexién de una viga rectangular, sometida a momentos flexio=-
nantes corecientes, y en el diagrana eafuerzo-deformacién idealizado de =
la figura se han mosirado los puntos que corresponden a cada una de esas
etapas,

En la etapa 1 aparece por primera ves el esfuerzo Fy, en las fibras -
de la seccién més alejadas del eje neutro; evidentemente, hasta ese ins=-
tante la viga se ha comportado slfsticamente. Al momenic flexionante co=
rrespondiente lo llamaremcs My, y su vabr puede caloularse utilizando la
condicién de equivalencia entre los sistemas de fuerzas exterior e inte-
rior (Fig. 3.3).

| 2
uy ,.%'-ry%b(%%)z -y .y

Donde S=bh2/6 es el mbdulo de seccifm ordinario (de una seccién rec--
tangular).

L) sumentar el valor del momento flexionante més alld de My, el es--=

fuerzo Fy es alcanzado por fibras cada vez mds cercanas al eje meutro, =
es decir, la zona plastificada se va extendiendo, en forma simétrica, =--
partiendo de los bordes superior e inferior de la seccién y hacia el in-

terior de la misma; al mismo tiempo, aumentan répidamente las deformacip
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nes de lag fibrae exteriores (punto 3 en la grifica F-§, de la Fig.3.2).
Bl valor mdximo al que tiende -

T_fl—-1 como limite el momento flexionante
T es el que coasionarfa la plastifi-
L T cacidn total de la seccién; lo lla
54 maremos momento plfstico, Mp. (Bvi

e — g ———F dentemente, de acuerdo con el diaw
b zh grama F-§ idealizado, el momento =

‘ e _& pléstico es el néximo que puede Bg
4 portar una secciém, ya que corres-

I F | : ponde & la aparicidn de eafuerzos
Fy en todos sus puntoe, y ese es =

Flauma B % el valor mdximo posible de los es~-

fuerzos normales,)

Bn realidad, el momento pléstico no es més que una idealizacidn del
problema,'ya que, pdr un lado, la distribucidn de esfuerzos de la etapa
4 no puede lograrse, pues corresponde & la aparicién de esfuerzos Fy has
ta el eje neutro, tanto en la zona de tensidn como en la de compresiédn,
lo que implicar{a deformaciones infinitas en la viga, y, por otro lado,
el endureciniento por deformacidn da lugar & que aparezcan esfuerzos ma=-
yores que Fy en los bordes de la seccidn; sin embargo,. se ha comprobado
experimentalmente que esa idealizacidn conduce a resultados muy cercanos
a los reales.

Calculemos, ahora, el valor de Mp, utilizando, de nuevo, la condicién

de equivalencia entre las fuerzas exteriores e interiores (Fig. 3.4).

bh _ o bE
¥p = Fyb53 =7
Por semejanza con el médulo de seceidn ordinario, a la cantidad por -
la que hay que multiplicar el esfuerzo Fy para obtener el momento plésti

co la vamos a llamar médulo de seccidn pldstico y la representaremos con

la letra Z., Por conasiguiente, para la seceidn rectangular escribiremos:
MAdulo de seccién pldstico = Z = bﬂ?4.

La relacién entre los momentos Mp y My, correspondientes respectiva-=

mente a la plastificacidén completz de la seceidn y a la iniciacidén del =~
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flujo pléstico en ella, vale: -

Mp Eyi 2
W~ FyS =S
Al cociente Z/S entre los dos
nédulos de seccidn, pléetico y e-
lépstico, Be le da el nombre de --

factor de forma, ya que depende,

304 GRAFICA MOMENTO-CURVATURA PARA
LA SECCION RECTANGULAR,

exclusivamente, de la forma de la

secoibn, y representa el aumento
de resistencia de ésta debido a -

au comportamiento pléstico. Lo re

presentaremos por £, y toma el va

lor de:

= l.5

Para obtener la expresidén para el oflculo de la curvaturaz de una ba==

rra iniclalmente recta al flexionarse durante la etapa de flexidn eldsti

ca, consideramos dos secoiones separadas uns distancia un;taria ’ como -

ge aprecia en la Fig., 3.5

]

~

Flaukas, D5

Como las deformaciones son =

pequefias, podemos escribir:

@ = Tanf = é-c curvaturas de -
la pieza,

E_F |
g = - 'Ey (1)

De la férmula de la escuae==

drfa:

iz

M F
F = Iy ae ;z

Sustituyendo en (1) obtene--

mos:
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X = BIg - o - (2)

Dividimos smbos miembros entre My=SFy paras obtener una relacién edi~=
mensional entre momentos y curvaturas:
M _EI
My = SPy
Abora bien, mi llamamos @y al 4ngulo de rotacién correspondiente a la
iniciacién del flujo pldstico, podremos escribir:

by = gt = EX

Des esta expresién despejamos Fy y lo llevamos a la ecuacién anterior:

Bl __ 4 . 258
SEngy/2 ¥ " Shfy

¥y

Es decir, en el rango eldstico, momento y curvatura estdn relaciona-=-
dos por la eocuacién adimensionals

Mg
% <7 (O<g<gy) (3)

EBstudisremos shora las relaciones enire momento y curvatura durante =
la flexién en el range pléstioco.

Al aumentar el momento flexionante més alld de My, una parte de 1a ==
secoidén se plastifica, pero la relacién @=E&/y sigue siendo vflida. Ahors
bien, puesto que la curvatura de unas seccién parcialmente plastificads =
es conirolada por las deformaciones de las fibras interiores que persane
cen afin eldsticas (ys que las fibras exteriores en estado pléstico mo o=
frecen ninguna resistencia adicional ® la deformacién), podemos escribir
Puy/yo, donde §y es la deformacidm unitaris correspondiente al esfuerso
Fy ¥ yo es la semi-amplitud de la zona central eldstica de la viga (Fig.
3+2). Be decir, tenemoss ’

. X B
g yo Y que €y = T

lnego, podemos esoribir:

¢=§?; | (4)

El momento en una etapa cualquiera del procesc de carga se obtiene ==
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partiendo de los dlagrames de distribucién de esfuerzos en la seccidn. =
En la Figs 346 reproducimos el diagrama de esfuerzos correspondientes a
la etapa 2 de la Fig, 342 y lo dividimos en tres partes convenientemente
escogidas para el cflculo del momento,

Ty

Fy Fr

Fieoma 6o

Podemops escribir: _
M a FyZ - FyZe & PySe . (5)

Donde Z es el médulo de seocién pléstico de la seccidén total y Ze y -
Se son, respectivamente, los médulos de seccidn pléstico y elfetico de =
la poreidn central de la viga, que estd afin en estado eldstico.

Los valores de los tres nédulos de seccidn que aparecen en-(5) son:

Z = bh%/4

Ze = (b/4)(2y0)% = vyo?

Se = (b/6)(2y0)? = (2/3)by02 = (2/3)Ze
Ia ec. (5) puede esoribirse en la forma siguientes

M = FyZ - FyZe « Fy(2/3)2e = Py (%2 - Zeo/3) (6)

El valor méximo de M se obtiene ouando la amplitud de la zona el&sti— '

ca se reduce a cero; entonces MalMpaFyZ,
Ia ee, (6) puede escribirse:

2
uarycz--ﬁ‘gﬁ) (1)

De (4) despejamos el valor de yo y lo sustitufmos en (7), con lo que -
obtenemos:s



2
M= Fy(s - %&E) (Fy <P <m) (8)

Se obtiene una relacién no dimensional entre momento y curvatura divi
diendo ambos miembros de (8) entre My=FyS, lo gque da:

2
M & b§E
Hemos visto con anterioridsd que @y=2Fy/Eh; de aqu{ despejamos Fy, ¥y
llevamos su valor & la ec., (9), al mismo tiempo que sustituimos en ella
S y 2 por sus valores bh2/6 y bh?/4, respectivamentes
M bhzég _b(Engy/e)2 3 _ ;(-%)2
Wy  bh 5(bh2/6)p2B2 2 2

X.3h-i87  wew | (o)

Ies ecuaciones (3) y (10) nos d4n, en forma complets, la relacién en-
tre momento y curvatura, ya que la primera es aplicable en el rango elds
tico y la segunda en el plﬁstico.

La curva M-@ adimensional resultante se muestra en la Fig. 3¢6b. Los
nineros en circulos que aparecen en esta figursa corresponden & las eta-a
pas mostradas en la Fig. 3.2. Ia etapa 4, a la que se tiende como limiwa
te, representa la plastificacidn completa de la seccidén, en cuyo caso ==
MuMp=FyZ, N8tese que el momento pldstico es, en la seceibn rectangular,
50% mayor que el correspondiente a la iniciacién del flujo pléstico, co=-
mc ya habiamos visto oon anterioridad.

De la simple inspeccidn de la ec. #=fy/yo, puede deducirse que la eur
vatura crece indefinidamente al aumentar el momento flexionante, puesto
gue al appliarse las regiones plastificadas yo se reduce,.tendiendo & C&
ro cuando M tiende a Mp., Por consiguiente, al tender M a MNp, yo tiende &

cerc y 1la curvatura # tiende al infinito,

3,5 FLEXION DE VIGAS I Y H.

Siguiendo un camino anflogo al empleado en el casc de vigas de S@C~w=
cién transversal rectangular se llegz & las expresiones siguientes, que
relacionan momentos y curvaturas en el cazo de vigas I o B, idealizadas

como se muestra en las Figs. 3.7 ¥ 3.8.
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Flaeums, Bk

Cuando la zona plastificada abarca parte de los patines (Fig. 3.7):

=2 u) - ---[1 - 1(%-12] <g <z 12‘ £-) au
n
[E—

Yo

A

Fieumi 57

Al aumentar el momenio flexionante, la zona plastificada penetra en =

el alna; entonces se obtiene (Fig, 3,8):

My 123(%-)2 | a/z = <% <o) | (12)
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Bn la ec. (12), £ es el factor de forma de la seccidn,

La curva resultante de aplicar las ecs. (11) y (12) a uns secoién E -
tfploa se muestra en la Fig. 3.9, en la que estdn indicadas también las
distribuciones de esfuerzos "a" & "e", correspondientes & los puntos se-
flalados en la curva. Puede verse que la plastificacién'de los petines se
produce muy répidamente y que la curva es gobernads principalmente por =
la ec. (3), que describe el comportamiento eldsiico de la pececidn, y la

ec. (12), que corresponde & la plastificacién progresive del alma.
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Ticum,a 5.3

El factor de forma es mucho menor que el del recténéulo, debido & que
la mayor parte del 4rea estd concentrada lejos del eje neutro, por 1o ==
que el momento pléstico Mp se alcanza muy poco después de que se inicie
la plastificacién de la secoién. (El valor promedio de f para perfiles H

e Ies 1.14 y 1.18, respectivamente.)

7,6 ARTICULACION PLASTICA.

Supongamos que el factor de forma de una seccién dada fuese igual a =
la unidad, es decir que el esfuerzo Fy se alcanzase simulté4neamente en =
todos los puntos de la seccidn (éste seria el caso de una viga I ideali-
zade, en la que supusiésemos despreciable el efecto del alma ¥y considerd
" semos concentrada toda el 4rea en dos patines de espesor infinitamenté -
pequefio); en ese caso, la curva M-@ serfa la dibujada con linea llena en

la Pig, 3.10, formada por dos tramos de recta.
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MF . —

Fiaoma .l

De acuerdo con esta curvae, la viga se comportae eldsticamente mientras
M es menor que Mp, y se plastifica instant{neamente &l alcanzar el momen
to flexionante el valor Mp; & partir de este instante, todas las fibras
que componen la viga se encuentran plastificadas, de manera gque pueden =
deformarse libremente sin incremento de carga,raeorténdosé o alrgdindose;
por consiguiente, en la seccidn considerada se presenta una disconfinui—
dad angular, caracteristica de una artioulacién, pero no con momento fle
rionante nuleo, comc en las articulaciones reales, sino con un momento --
constante, igual a Mp; @i el resto de ls estructura no lo impide, la cur
vaturs sn la secoién en estudio crecerd rédpidamente, tendiendo & @ como
limite, ¥ conservéndose constante el momento. .

BEn realidad, los patines se plastifican progresivamente y el alma tie
ne una ligera influencia en la relacién momento=curvatura, de manera que
entre lag dos rectas aparece una pequeiia curva de transicién, indicada -
con lfnea punteada en la Fige 3.10. Sin embargo, el error que Ee comete
al sustitufr la curva real por los .dos tramos de recta es muy pequelio y
lleva a resultadoa que concuerdan muy aceptabiemente con ios obtenidos =
experinentalmente. ' '

Por consiguiente, cusndo en una seccidén transversal de una pieaa'sdqg
tida a flexién el momento alcanze sl valor Mp, decimos que en esa §6C—=m

cién se forma una articulacién pléstioa, caracterizada porgue puede admi

tir rotaciones indefinidas mientras el momento flexionante se mantiene =

constante en ella, e igual a Mp (ver Fig. 3.ll).



De acuerdo con la curva =-
Mg idealizada (Fige 30ll) ==
las articulaciones plédsticas
se forman en puntos discretos

Armicolaciin REeTica en los que se presenta toda -

MP - .
,‘;ef'uv O AMIELTIVE M AP

la rotacién pléstica. No es -
ésto, sin embargo, cierto, ya
que en realidad las grandes -

< : m )* = curvaturas caracteristicas de
= Sl ML ARTRMAS AMe O

una articulacién pldstica apa

Flovma B0\ recen en un itramo de cierta =

longitud de la pieza flexionada, cuyas dimensiones dependen de la forma
de la seccién transversal y de la ley de variacién del momento flexionan
te a lo largo de la pieza.
Consideremos una viga libremente apoyada, con una carga concentrads =
en el centro del claro (Fig. 3.12).
Cuando el momento bajo la cargs -

P aloance el valor Mp, la seccién cen=
lL. tral de la viga se encontrard total=
‘a v 1 £ 3 mente plastificada, pero tendremos u
! __.___r I na zona adyacente a ella con la gue
{ Uy AT : las secciones transversales estardn
“’Y

plastificadas percialmentes toda a=-

L quella regidn en la que el momento =

f , | | flexionante sez mayor que My,

Tratemos de determinar ls ampli-e

tud AL de esa regién. Del diagrama -
ZO N M\flm
de momentos vemop gues

Fiauma, Bz, Jg& - ___JEL_jr
L/2 © L/2 - AL/2

\ L Mp = My, My, i _ =1
De donde: AL = o Lae (1 Mp)I-..(l f)L ¥y AL = 7 L

[
Le amplitud de la zona parcialmente plastificada depende del factor -
de forma, es decir, de las caracteristicas geométricas de la seccidn ===

transversal de la viga.
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Para una seccién transversal rectangular:

R 1,50 y AL=i2=defpn o031

-Pars una seccidn I o Hi

£=104 oy b5t le20; 0,123 1.

S5i el factor de forma valiese 1.0, la amplitud.de la articulecién sew-
rfa nula, y ésta se formarfa en un punto del eje de la viga; cuanto ma--
_yor es el factor de forma, mds amplia es la zona de formacién de la arti
‘eulacidn, aunque esa amplitud depende también de la ley de variacién del
momento flexionante, puesto que abarca tode el tramo de 1& viga en que =

el momento es mayor que My, -

347 SECCIONES TRANSVERSALES
DE DISTINTAS FORMAS,

Hemos visto con anterioridad que el momento flexionante resiafente'mé
‘ximo de un miembro flexionmado é; su momento plédstico Mp, el cual corresw
.ponde a la plastificacién total de la pieza; se obtiene multiplicando el
esfuerzo Fy por un nfimero, que depende de la geometrim de la seccién, al
que hemos llamado médulo de seccién pléétioo, z, |

Veamos cual es el valor de & para uns secéién de forma cualquiera (==
Fige 3e13)s “

Fy

Ticomn .15
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Puesto que la viga estd sometids a flexidn pura, es necesario, por e-
quilivrio, que los dos volfmenes de esfuerzos, de tensién y compresién,
sean iguales durante todas las etapas del proceso de carga. Al plastifi=-
carse la secoién fniegramente bajo la accidén del momento Mp, el esfuerzo
normal alcanza el valor Fy en todos los puntos, de manera que para que =
se cumpla la condieién de igualdad de volfmenes de esfuerzos es necesa--
rio que el eje heutro divida ls seccidén en dos partes de dreas iguales =

(Aj=hp) y tendremos:
Up = Fy (A% + A2¥2 ) = Fy [‘-;'(?1 + 72)] (13)

En esta ecuacién, & es el £rea total de la seccién tranmsversal y ¥1 ¥
Fo son las distancias de los centros de gravedad de las dos porciones al
eje x, el que divide & la seccidn en dos partes de 4rems iguales., (Bvi-=
dentemente, Bi el eje x ez un eje de pimetria de la seccidén, el eje neu-
tro pléstico coincidird con el eléstico; en caso contrario, los dos ejes
no coincidirén).

De la ec. (13) podemos escribir:
Z= (4/2)(F1 + o)

5i el eje x es de simetriat
A
yl=y2=y h Z=_Ezy=‘y

Por ejemplo, para el rectdngulos

bk

b=, ¥=2 y z:-%

|

4 la relacién entre los médulos de seccidn pléstico y eléstieo, Z/S,
que es igual al cociente Mp/My, la hemos llamado factor de forma, f. Evi
dentemente, el valor de &ste dependerd{ de la magnitud en gque sea necesa=
rio incrementar el momento My para llegar a Mp; por consiguients, f serd
grande para secciones que tengan mucho maierial cerca del eje neutro (==
por ejemplo, sl c{rculo) y pequeiio cuando la mayor parte esté concentra-
da lejos de &1 (una vigueta I), ya que en el primer caso serd necesario
un incremento considerable del momento & partir de la apariocién del ep--
fuerzo Fy y hasta plastificar totalmente la seccidn, mientras que en el

segundo caso el incremento serd mucho menor.
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En la Fig. 3.14 se muestran las gréficas M=@ para varias aecciones -

tranaversalea y se indican los factores de forma correspondlentes._‘

2.5 — Mp
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FACTORES QUE AFECTAN LA RESISTENCIA A Lk FLEXION Y
La CAPACIDAD DE FORMACION DE ARTICULACIONES PLASTICAS

4.1 ASPECTOS GENERALES,

Mencionaremos a continuacién algunos de los factores mds importantes
que influyen en la capacidad de los miembros de acero estructural pare =
desarrollar el momento plédstico tedrico Mp y para conseriarlo durante ==
las rotaciones correspondientes a la formacién de uns articulacién plés-

tica.

4.2 PROPIEDADES DEL MATERIAL,

Evidentemente, puesto que Mp=FyZ, cualguier variacién en_el esfuerzo
de fluencis del acero modificerd el valor del momento pldstico Mp., El va

lor del esfuerzo Fy es afectado considerablemente por varios factores, =~

talep como el gruesoc del material, el punto de la seccidn transversal de

donde se extrae el acerc para la probeta de ensayo, la velocidad de de<=

)
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formacidn utilizada en la prueba, ls historia previa de cargﬁ y deforma=-
cién del material, etoc. Sin embargo, a través de numerosas experiencias
ge ha encontrado que loe valores mfnimos especificados por la A.5.T.M. -
pars el esfuerzo de fluencia son adecusdos pars el disefio, (4sf, para el
acero 436 se tomard Fy=2530 Kg/om?=36000 Lb/plg?).

(Por muchos afios el acero estructural utilizado en la construccidn de
edificios habfa sido el A7, coﬁ Fy=2320 Kg/cmz, pero en la actualidad és
te ya no es el acero estructural bdsico; existen seis iipos nuevos de a-
ceroé estructurales, pero el més comunmente utilizddo es el ASTM A36, --
que permite el uso de miembros de menor tamaiic y por consiguiente se low
gren estructuras mds ligeras).

Utra propiedad fundamental del acerc es su ductilidad, necesaria para
que se puedan admitir grandes deformaciones caracteristicas de las arti-
culaciones plésticas. Bajo ciertas condiciones de carga y temperaturas, =
el acero puede perder su ductilidad y fallar en forma frdgil, por lo que
deben tomarse en cuenta todas las precauciones posibles pare evitar este
tipo de fﬁlla, y no diseflar pldsticamente si no es posible evitarlo,

El li{mite de proporcicnalidad no tiene importancis préctica en la fle
xién pléstica, pues si bien reduce el valor de My, no tiene efecto en el

momento pléstico.

4.3 ESFUERZOS RESIDUALES,

Después de la laminacién de un perfil, la regién central del alma y -
los extremos de los patines se enfrfan mds rdpidamente que laas zonas de
unidén del alma y patines, ashurades en le Fig. 4.1,

Cuando la temperatura ha descendido lo su=-

c — ficiente para que el metal deje de ser pasto-
80 la diferencia de temperaturas entre las zo
nas ashuradas y las no ashuradas da lugar a u
na diferencia en las dilataciones de las fi--

bras correspondientes, ya que las zonas gue =

se enfrfan primero, y que se contraen libre--

Freomas 4\ mente, no permiten después la contraccidén li-

bre de las regioneg ashuradsas,

Eg evidente gue cuando el perfil'se haya enfriadec por completo laes zo
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nas que se enfriaron primerc quedarén en un estado de compresldn resi---
dual, mientras que las dliimas en enfriarse quedarén sometzdas a esfuer-
zo8 residuales de tensidn, ) '

El doblado en frio de los perfiles y la aoldadura ooasionan tambz‘n -
esfuerzos residuales que, a veces, pueden ser tan importantes como los -
debidos al enfriamento no uniforme después del lamlnado.

Los esfuerzos residuales reducen el limite de proporczonalzdad en com
preaidn axial y en flexidém, por lo que tienen una gran importancia en al
comportaniento de perfiles de acero sometidos a condicionea de carga que
originen problemas de inestabdbilidad eléstica, perc no cambien el valor -
del momento pléstico; por consiguiente, no ocasionan ningﬁn efecto aobre
la carge de colapso, aungue gf tienden & incrementar las deformacloneaa

Para estudiar la influencia de los esfuerzos reslduales sobre la cur=
va Me@ y sobre el momento pléstioco de las vigas 1am1nadas,‘consxderemos
la viga I idealizada de la Fig. 4.2, en la que ‘hemos supuesto que todo -
el material estd concentrado en los patines; ademés, supongamos que la -
distribucién de esfuerzos residuales es la mostrada en la Pig. 4.2b, dis
tribucidn que corresponde, desde luego, a un estado de equilibrio inters

Nnos.

Com, tﬁ?“z.v,z.as
BrRsiDuAEa

I | iU
!lll“dlll“L

Fieuma, 4.2
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El momento ﬁléstico registente teérico de la vigs vale AFyd, siendo A
‘o1 érea de cade patin, y se aloanza cuando los patines est{n totalmente
plaatifioados..

Veamos que sucede al superponer a los esfuerzos mostrados en la Pige
4.2v una distribucién de esfuerzoe uniforme, debida a la flexi&n;'consi-
deremos el caso en que estos esfuerzos uniformes son de compresién.

Evidentemente, durante las primeras etapas del proceso de carga los -
esfuerzos de tensién de la zona central irdn disminuyende &l mismo tiene
Po que aumentan los de compresidn en los extremos del patfn, hasta que =
éstos ploanzan el valor del limite de fluencia, ;3 en ese ingtante, en
el punto medio del patin el esfuerzo ser{ nulo (etapa 2, Pig, 4.2¢),

Al seguir aumentando el momento, las fibras extremas, en estado plésa-
tico, se deformardn bajo carga constante, de manera que todo el incremen
to de o#rga seré)tomado por la zona central, afln eldstica, hasta que el
eafuerzo normal alcance el valor Fy en todo el patin (etaps 4, Fig, =-=-
4.2¢)y lo que sucede cuando el momento aplicado a la seccién slcanza el
valor Mp.

Bn efecto, para llegar a la etapa 4 han sido necesarios esfuerzos me-
nores que Fy en los extremos de los patines, que desde un principio esta
ban somet;dos & compresiones reslduales, perc en cambio en le zona cen--

tral se han aplicado esfuerzos totales mayores que Fy, .ya que existian

o lo

riginalmente tensiones; puesto que los esfuerzos residuales estaban en
quilibrio, ls fuerza necesaria pars lograr la plﬁstifioacién total de ca
da patin ha sido la misma que si los esfuerzos residuales no existiesen,
es decir, AFy, y el momento total aplicado a la seccidn es AFyd=Mp,

La relacidn M-@ se modifica como se muestra con lfnea punteads en la
Fige 4.2d, lo ques da lugar a un incremento en las rotaciones de ls seC=-
eién, el que, sin embargc, es despreciable cuando se le compara con las

importantes rotaciones que se presenten en las articulaciones plésticas,

4.4 CONCENTRACION DE ESFUERZOS.

Las concentraciones de esfuerzos ocasionan efectos semejantes a loB -
debidos & esfuerzos residuales. Debido a la distribucidn no uniforme de
esfuerzos, el flujo pldstico se presenta en algunos puntos antes que en

otros, pero el elemento completo soportard la nmisma carga de plastifica=
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cidn total que otro elemento semejante sin esas concentraciones.

Cuando las concentraciones de esfuerzos se deban s égujerds'hechos en
los patines, puede ignorarse la disminucién en el 4rea de la seccién pa=
ra reducciones hasta de 15% del Area inicial, pues el endurecimiento por
deformacién equilibra la pérdida de frea, Si las disminuciones Bon’ mayo-

res, los cdloulos se basarédn en el 4rea neta.

4.5 BNDURECIMIENTO POR DEFORMACION,

Este fendmeno , que se presenta cuando el acero se deforma més-aliﬁ_-

de la zona pléstica (unss quince veces més que la deformacidn eléstioa},

ocasiona un aumento en el momento resistente de la secclén, el gue B@ ==

vuelve mayor que Mp, ya que aparecen esfuerzos mayores que Fy. Sin enbar
go, el tenerlo en cuenta da lugar & considersbles complicaciones en el =
cdlculo de cargas flltimas y deformaciones, por lo que en la teoria Plés=-
tica simple se despreocia, dejdndolo como un margen ¢e aegu;ldad.

4.6 FUERZA NORMAL, FUERZA DE CORTE,
PANDEO LOCAL Y LATERAL,

Todos estos fendmenos tienden a disminuir el momento pléstico resis-—e
tente y la capacidad de carga fltima de las estiructuras, pero no los con
sideraremos en la teorfs pldistica simple. Més adelante veremos como te-w

nerlos en cuenta en el diseiic.

>
DETERMINACION DE LA CARGA DE COLAPSO

PLASTICO EN ALGUNAS ESTRUCTURAS SENCILLAS

5el ASPECTOS GENERALES.

El objeto de la teorfa pléstica es el cdlculo de las cargas de colap-
80, bajo la accién de las cuales las deformaciones de las eétfucturas'--
continfian aumentando sin incrementos adicionales de carga, debido a.la -
formacién de un ndmero suficiente de zonas plastificadas. -

Efectivamente, de acuerdo con lo que hemos visto, cuando el momento -

flexionante en una seccién transversal de una barra alcanza el valor Mp
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correspondiente & la seccién de que se irate, aparece en ella una articu
lacién pléstica, caracterizada porque puede admitir giros ilimifados, --
conservéndose el momento Mp constante., La magnitud de esas rotaciones es
funcién de las restricciones que el resto de la estructura impone sobre
la seccidn, restricciones que desaparecerin cuando se haya formmdo un nf
mero de articulaciones plésticas suficiente para que toda la estructura,
o una parte de ella, que contenga a la geccidn en estudio, se convierta
en un mecanismo, el cual no serd capaz de equilibrar & las cargas exte=-
riores y, por conesigulente, experimentari{ deformaciones crecientes mienw
tras aguellas permanecen constantes, '

Si la estructura es isostfitica, una viga libremente apoyada, por ejem
plo, el colapso se presenta tan pronto como se forma la primera articula
cibn pléstica, ya que la supresién de una restriccidn interna cualquiera
es suficiente para transformar una estructura isostdtica en un mecanismo,

En cambio, una estructuras hiperestéiica no falla, en general, cuando
se forma la primera articulacién pléstica (ésta aparece en la seccidn de
pomente flexionante mdximo en el range elédstico), ya que esa erticula=--
¢ién no es suficiente para permitir un movimiento de mecanismo; la es~-=
tructurs sigue piendo estable y, por consiguiente, puede Boportar incre=-
nenios adicionales de carga, durante los cuales se producen rotaciones =
en la articulacién plésfica mientras que el momento flexionante en ella
se mantiene constante e igual a Mp.

A diferencia de lo que oourre en la estructurs isostdtica, las rota--
ciones en la primera articulacién pldstica de una estructura hiperestdti
ca, correspondientes a incrementos posteriores de la carga, no son ilimi
tadas, sino su valor est{ controlado por las restricciones que el resto
de la estructura impone sobre ella; estamos en un estado de flujo plésti
co restringldo. .

Al seguir aumentandec las cargas llegard un instante en que el momento
' flexionante alcanzard el valor Mp en otra seccidn, en la que se formard
una segunda articulacién pléstica; el colapso ze presentard entonces si
el efecto combinado de las dos articulaciones convierte a la estructura,
o & una parte de ella, en un mecanismo. En caso contrario, podrdn aumen-
tarse las cargas afin mds, mientras que se presenten rotaciones en ambas
articulaciones,

Finalmente, el proceso de formacién y rotacién de una serie de articu
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laciones pléstzcaa, bajo carga creclente, terminaré cuando se haya forma
do un nimero de articulaciones suflciente para convertlr & la estructura
(o a una parte ‘de ella) en un mecanismo; en ese instante 1a estructura -
serd incapaz de admitir nuevas cargas, y sus deformacionea irén en aumen
to bajo carga constante,

Bvidentemente, siempre serd pOBlhle determinar la oarga de colapso de
una estructura aplicéndole incrementos pucesivos de carga y siguiando pa
50 a paso la formacién de las articulaciones plésticaa necesarias pars =
que se convierta en un mecanismo; sin embargo, este nétodo o8 excesiv&--
mente laborioso, aln para estructuras pooo conplicadas, por lo quz_su Q=
tilidad préetica es casi nula, |

Afortunadamente existen métodos que permiten calcular la carga pldsti

ca de colapso y determinar el mecanismo corregpondiente, para. una estrug
tura y un sisteme de carga dados, en forma directa, sin tener en cuenta :
ls seouennis de formeecién de las articulaciones pléstlcas; de hecho, la
31nplioidad de los métodos de andlisis pléstico se debe a que pueden o=~
fectuarse c{loulos directoe de esa naturalesa.
- Sin embargo, un estudio detallado del proceeo de formaecién sucesiva -
de las articulaciones plésticas que partlclparén en el mecanismo de co--
lapso de una estructura es un antecedente esencial para entender log mé=-
todos de anélisis pléstico propiamente dichos, por lo que estudlaremos a
continuacién el comportamiento de algunas estructuras nenoillas, someti=
das & la accién de cargas creciente, ' | |

Supondremos que cada una de las barras que componen las estructurﬁs -
en consideracidn tiene una rigidez flexionante eldstica constante EI, Y
que se comporta elisticamente hasta que el momento flexionante alcanza -

el valor Mp, es decir, es vélida la curva M-f de la Fige 3.1l.

52 VIGA LIBREMENTE APOYADA CON
CARGA UNIFCRMENENTE REPARTIDA,

Consideremos una viga de seccidén transversal constante, de claro L, «
libremente spoyada y sometida a la accién de una cargse uniformemente re=
partide cuya magnitud por unidad de iongitud es w (Fig. 5.la)..

Si la intensidad de la carga w se incrementa lentamente,-partiendo de

cero, el comportamiento inicial de la viga es elédstico; el diagrama de =
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momentos flexionantes y la configuracién del eje deformado de la viga se

nuestra en las Figs, 5.1b y 5.1lc.
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- Evéntualmente, para un cierto valor de la carga, el momento méximo en
el centro del clarc alcanza el valor Mp y se forma una articulacidn plés
tica en esa gseccidn; la viga no puede admitir ningdn incremento gdicio--
nal de carga, ya que el momento flexionante no puede crecer més 2llf de
ip. Sin embargo, la articulacién plédstica puede experimentar una rota---
cién ilimitada mientras que el momente flexionsnte y, por consiguiente,
la carga, se mantienen constantes, de manera gque los desplazamientos del
eje de le vigs pueden continuar aumentando bajo carga constante, condi-=-
¢idn que corresponde al colapso plédstico.

Calculamos la carga de colapso pléstico, Ve, igualando simplemente el

momento flexionante mdximo al momento pléstico resistente de la viga:

-w—g£2= MP .'. ‘lic = '%I? (14)

En e1 instante del colapso el momento flexionante eg menor que Mp en
todas las secciones, excepio en la central; por consiguiente, la viga =«

permanece eldstiocs en toda su longitud, a uno y otro lado de la erticula



cidn pldstica, y puesto que las cargas y los momentos flexlonantes perma
necen constantes durante el colapso también deben mantenerse eonstantes
las curvaturas de los dos tramos de la vige; el aumento de las deflexlo-
nes durante el colapso se debe sllamente a la rotqclén en la articula=-=-
cién pldetice central, t

Este efecto se indica en la Fig. 5.1ld: 1la curvﬁ I muestra el eje de-=
formado de la viga en el instante en que la carga alcanza el valor de co
lapso, mientras que la curva II lo muestra después de que se ha produciw
do una cierta deformacién adicional bajo carga constante; por consiguien
. te, entre I y 1I la viga ha experimentado un movimiento de mecanismo, du
rante el cual no hay deformaciones en ella, sino.ﬁnioamente roteciones =
de sus dos tramos alrededor de los apoyos y de la articulacién pldstica,
~de manera que si de los desplazamientos correspondientes & la curva II -
| resiamos los de la I obtenemos los gque corresponden al mecanismo de COm=
lapso, mostrados en la Fig. 5.le (los dos tramos de la vigs son lineas -
rectas en ests dltima figura)e.

Podremos decir que la Fig., 5.le representa el mecanismo de colapso de
la viga, puesto que en ells se muesiran fnicamente los aumentos de las =
deflexiones del eje, debidos exclusivamente a rotaciones en ls articuia-
cidén pldstica central. |

Si la viga que estamos estudiando se disefinse eldsticamente, tendrfaz-
mos:

umax=-‘3%1'3=3ﬁ th-s-i-gi

Siendo Wt y Ft la carga y el esfuerzo de trabajo.

Puesto que la carga mixims que puede soportar la viga es la dada por
la ec. (14), el coeficiente de seguridad real, respecto al colapeo, de u
na viga libremente apoyada con carga uniforme, disefiada eldsticamente, -
es:

We _8Mp/IZ _ 8ZFy/L2  ZFy
Wt T 8SFt/[2 ~ 8SFi/52 ~ SFt

Fod, = = 1,81f
bl 1.8l se obitiene utilizando el valor de Pt usual en acero.
Comparando este resultado con el obtenido al estudiar el comportaw=—-
miento de una barra & tensién vemos que el coeficiente de seguridad es =
el nismo en anbos casos, con la sxcepcifn del factor de forma T gue apa=

rece en la viga., De hecho, el coeficiente de seguridad real de una ege-=



tructura isost{tica sometids e flexién y disefiada elésticamente es sienm-

pre igual a (Fy/Fy)f. . | |
Bl céloulo de la flecha en el centro de la viga en el instante del co

lapso (antes de que se presenten rotaciones en la articulacién plédstica)

es sencillo; en efecto, puesto que hasta ese momento la viga se comporta

elésticanente, su valor ser{ simplemente:

§o o SMoIt 5 8k #  supr?

© = 38481 " 382 1,

EI © 48EI

Bl comportamiento de la viga se muestra en el diagrama de la Fig.5.2,

que relaciona la carga con la flecha en el centro del claro, OA represen

ta el comportamiento en el rango elédstico, y AB el colapeo pléstico bajo

carga constante,
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Cuando les deflexioneé son‘muy
grandes ; la carga puede ser so=-
portada parcialmente por tensién
directa en las dos mitades de la
viga (suponiendo que los ADOYOS =
sean capaces de equilibrar las re
acciones correspondientes); sin -
enbargo, efectos de este tipo no
deben tenerse en cuenta en el di=
sefio, ya que no serian aprecia--=
bles en la préctica mds que cuan=
do las deformaciones fuesen exce-

sivas.

La l{nea curva punteada CD nuestra, en forme cualitativa, la grifica

carga=-flecha méxima real, correspondiente a la curva M= no idealizada

de la Fig. 3,10, En efecto, como el momento My es menor que Mp, el come-

portamiento eldstico cesa cuando el momento en el centro del claro alcan

za el valor My, lo que corresponde 2 una carga gue vale Wy:BHy/Lz. Para

este valor de la carga aparece por primers vez el esfuerzo de fluencia =

Fy, en las fibras de la seccidn transversal mfs alejadas del ejé neutrao,

#1 seguir aumentando la carga, el flujo pldstico se extiende hacis dene=

tro en la seccién central y también hacia los lados de &sta, 2 lo largo

de la viga, al alcanzar los momentos el valor Mv en secciones a algung
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dlatancia del centro. La flechs central crece més répidamente poT incre-
‘mento unitario de carge, hasta que finalmente aparece el momento ¥p en -
21 centro de la viga ocon el mismo valor de W que antes, ¥ la vzga falla.

Vemos, entonces, que podemos basar nuestros célculoa en la Qurvsa M-ﬁ
idesl, ya que el valor de la carga de colapso no se afecta por ello, en
cambio, las deflexiones anteriores al colapso si depgnden de la.fqpma de
la curva N-@ que se adopte. | | - -

Puesto que baste con la aparioién de una afticﬁlaci&n pléstice pare =
que una estructura isostética se-convierta en uh.ﬁecaniamo, es evidente
que la oerga de colapso de oualquier estructura estdticamente determina~
da puede obtenerse construyendo su diagrama de momentos flexlonarntes e i
gualando el momento méximo & Mp. Este procedimiento estd basado esenclal
mente en consideraciones de estdtica. '

Las cargas de colapso pléetico pueden calcularse también utilizando =
un procedimiento sineméticos durante el colapso no hay cambio en la ener
gia eldstica de deformacidén almacenada en la viga, puesto que la distrie
bucién de momentos flexionantes permanece inalterada. Entonces, eiftrabg
Jjo hecho por las cargass exteriores durante un pequeiio movimieﬁto del new
canismo de colapso debe ser igual al trabajo absorbidc en las articuls-e
ciones plésticas, es decir, al realizado por los momentos Mp que existen
en las secoiones en que aparecen esas articulaciones,

En nueetro caso, observando el movimiento del mecanismo indioado en -
la Fige 5.le, vemos gue la fuerza exterior realiza un trabdajo que vale -
(1/2)IOL9L/2-WOL26/4, mientras que el trabajo absorbido en la articulae=
cién pléstica es 2Mp®, ya que la rotacién en ella es 26 y el momento Mp.

Igualando los dos trabajos, obtenemos:
Wclle . 8Mp
—— oe b
3 2Mp® o = ?f
Resultado gue concuerda con el dado por la ec. (14).

53 VIGA DOBLEMENTE EMPOTRADA CON
CARGA UNIFORMEMENTE REPARTIDA.

Estudiaremos ahora el comportamiento de una viga de seccidn transver=
sal constante, de claro L, empoirada en sus dos extremos y sometida a 1la

accién de ung carga uniformemente repartida de magnitud W, por unidad de
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Bste problems difiere del anterior en que la viga librements apoysada
ez isostdtica mientras que &sta es hiperest{tica de primer grado.

Si la intensidad de la carga crece lentamente, partiendo de ceroc, el
comportamiento inicial de la viga es eldstico; en las Figs. 5,3b j Be3d
se muestran el disgrama de momentos y el eje deformado de la pieza cOwew
rrespondientes & esta primera etapa del proceso de carga,

Observando el diagrame de la Fig. 5.3b vemos que los momentos eldsti=-
cos méximos se presentan en los extremos de la viga; por consiguiente, e
sas serdn las secciones en las que aparecerf{ primero el momento Mp, cuan

do la carga exterior alcance el valor dado por la ecuacién:

2
Wil o 12M
S ol v = 5E



Al aleanzar la cargs exterior el valor Wt se forman articulaciones ==
pldsticag en los extremos de la viga, capaces de admitir rotaciones ili=-
pitadae bajo momento comnstante, Mp. Sin embargo, ¥ & diferencia de 1o =
que sucede en ls viga libremente apoysda, la aparicién de las ﬁrimeras -
articulaciones plésticas no implica que la capacidad de carga de la vigs
doblemente empotrada esté agotada; al contrario, serd capaz de aceptar -
nuevos incrementos de carga durante los cuales las articulaciones pldsti
cas de los extremoe girardn bajo momento constante, al mismo tiempo gue
se incrementa el valor del momento en el centro dgl clarc. Esta segunda
y @ltima etapa del proceso de cargs termina cuando también el momento en
el centro del claro alcanza el valor Mp, ya gue en ese instante se forme
una tercers artioculecidn pléstica y la viga se convierie en un necanige-=
mo, incapaz de admitir nuevas cargas.

Evidentemente, el comportamiento de la viga después de la formacién -
de las articulaciones pldsticas en.sus extremos es el de una viga libre-
mente apoyada, y el incremento de carga gue es capag de soportar es el =
necesario para hacer que el momento en el centro del claro suba de ===
I1L2/24 a ¥112/12, es decir, de Mp/2 a Mp. Por consiguilente, la cargs ¢o

rrespondiente a la segunda etaps vales

A¥IZ  Mp . %
8 % 2 oo AW =
Y ls carga méxima que puede soportar la viga (correspondiente a la ==

formacién de la filtima articulacién pléstica) es:

ic:'lclAW:%E'i%:&%‘z{z . (15)

En el instante del colapso toda la vigas se encuentra en el rango els
tico, excepto en las secciones en gque se forman las articulaciones plés=
ticas; por congiguiente, un movimiento de mecanismo consiste fnicamente
en uns rotacién de las dos mitades de la viga alrededor de las arfiCﬁia—
ciones plédsticas, sin deformaciones, ya que los momentos flexlonantea y,
por tanto, las curvaturas, se mantienen constantes en toda la v1ga, este
efectc se indica en las Figs. 5.3e¢ y 5.3ft en la prlmera se muestra el e
je de la pieza en el instante en que se forma la fercera articulacién -
plédstica, pero antes de que haya tenido ningtn moviniento de med&nisﬁd -

(1), y cuando ha experimentado un pequefio movimiento (II); en la segunda
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ge indicean las diferencias entre los desplazamientos correspondientes a
las curvas Il y I, ea decir, los desplazamientos que se presentan duran-
te el colapao.'

Qbsérvese que el mecanismo de colapso, mostrado en la Fig. 5.3f, es =
semejante al de la viga libremente apoyads (Fig. 5.le), oon la diferen--
cia de gue lom aspoyos de éate son articulaciones reales, mieniras que en
los extremos de la viga doblemente empotrada a@arecen articulaciones ===
pléstiocan.

Si disefifsemos eldsticamente la viga doblemente empotrada, tendriamoss

iz = M Lor o wea MBEE

le cargs nfxima que puede soportar la viga estd dada por la ec, (15);
por consiguients el coeficiente de seguridad real, respecto al colapeo,
de una viga doblemente empotrada y con carga uniforme disefiada elistica=

mente as:

We _ 16Mp/I2 6ZBy/LE  L6ZFY _ 4 1 a1p_ o.41¢

FoSe = 3§ = 125Ft/12 = 125Ft/p2 ~ 128Kt - 3

Obsérvesg gue el coeficiente de seguridad real es 33% mayor que el de
la viga libremente apoyada, situacidn andloga a la que encontramos al eg
tudiar dos estructuras formadas por barras (isostdtica e hiperestftica).

Eate incremento en la capacidad de carga con respecto a la de las es-
tructuras isostfticas es caracteristico de la mayor parte de las estruce
turas hiperestiticas, y se debe a gue los comportamientos de los dos ti-
pos de estructuras son esencialmente diferentes.

En efecto, misntras que la capacidad de carga de la viga libremente g
poyada se agota en el instante mismo en que aparece el momento pléstico
Mp en una de sup secciones, la plastificacién de las secciones extremas
no ocasiona la falla de la viga doblemente empotrads, sino produce una =
redistribucidén de momentos flexionantes en la viga, durante la cual las
secciones menos solicitadas acuden en auxilio de las mfs cargadas. bEste
fenémeno, caracteristico de los sistemas hiperestf{ticos, dé& lugar a qme
éstos posean una reserva de resistencia que puede ser explotada gracias
a8 la ducfilidad del aceroc.

El valor de la flecha existente en el centro de la viga cuando apare=

cen las articulaciones pldsticae en sus extremos puede calcularse fdecil-
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mente, aplicendo la formuls eldstica para una viga empotradas

$y I;L"f 4
= 384EI © 38481 °

_ Mpl?
2OEI

Deasde este instante, y hasta la formacidn de la dltima articulacidén =

pléstica, el comportamiento de la viga sigue siendo eldstico, pero con =

libertad de giros en sus sxiremos; entonces, ¢l aumento de la flecha en

el centro del claro durante esta segunda elaps del procesc de carga lo -

obtenemos con la férmula para une viga libremente apoyada:

AS. 2L WA 5L

5Mpl2

Z84BI ~ 384EI [Z2 ~ 96BI

La flecha total en el punto medio del claro vale para el colapso:

2
So =81 +06 - B+ Upk L Mok

M 1%
( 3 )“ 12BI

Bn el diagrams de la Fig., 5.4 estf representada la grifica carga=fleé=-

cha méxime,

W o Jotte C -] <
QFL\.\JO FlRsTeo

A MO s TRIMNE DO
W= JE%‘_-E = — = ~f Flue” flae '
-L- Tien F.S_&_.'Th-ll‘i

Sl

Ky Mpld e = L
SzEl lzZEY

THecul B4 €l ceaTro pel olapes (4{ MML)

Fleoms 5.4

El trame CA corresponde =
al rango de comportamiento e
léstico; en A aparecen las -
artioculaciones plédsticas de
los extremos, y se presenta
un flujo pléstico restringi-
do (tramo AB del diagrsma) =
durante sl cual esas artiecu-
laciones plésticas no pueden
girar libremente, pues se lo
impide el resto de la vigs;
en B aparece la articulacidén
pléstica central, y a partir
de ese punto empieza el ran-

go de flujo plédstico no res-

tringido, durante el cual laa rotaciones en las articulaciones plésticas

se inorementan bajo carga constante, ya que la vige se ha convertido en

un mecanismo.

Lo mismo que en el caso de la viga libremente apoyada, la carge de co

lapso de la doblemente empoirada puede calcularse en forms directa, eme-
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pleando uno cualquiera de los dos métodos posibles, basados en considera
ciones estdticas y cinemfticas,

El nétodo estftico es evidente de la observacién del diagrama de mo==
nentos de la Fig., 5.36; puesto que los momentos en los extremoe y en el

centro del elaro valen Mp, deberf{ cumplirse la condicidn:

Para calocular la carga de colapso por el método cinemftico, igualsmos
el trabajo realisado por las cargae exteriores con el absordido en las -
articulaciones pléstiocas durante un pequefio movimiento del mecanismec de
colapso (Fig. 5.3f)s

L 16M
%lomg = 4Mp@ oo Vo = ?E

El trabajo absorbido en las articulaciones plésticas es siempre posi-
tivo, independientemente del signo de lag rotaciones, ya que éstas siem-
pre tienen el mismo sentido que los momentos que las ocapionan,

504 VIGA DOBLEMENTE EMPOTRADA CON
UNA CARGA CONCENTHADA BN EL CENTRO,

Hemos visto que el coeficiente de seguridad real de la viga empotrada
en los dos extremos es mayor que el de la libremente apoyads, debido & =
que la redistribucién de momentos correspondiente a la formacién sucesi-
va de una serie de articulaciones plédsticas la capacita para tomar carwe
ges adicionales después de la aparicidm de la primera articulacién, lo =
que no sucede en el caso de estructuras isostéticas,

Bsta propiedad es caracteristica de la mayoria de las estructuras hi-
perestiticas; sin embargo, hay casoe en que no se cumple: cuando la geo=
metria de la estructura, sus condiciones de apoyo y las cargas que obran
sobre ella son tales que todas las articulaciones necesarias para conver
tir a la estructura en un mecanismo aparecen simulifneamente,

Un ejemple tipico de este comportamiento es el de una viga de secoién
transversal constante, empotrada en ambos extremoer, sujeta & la accién =
de una carga concentrada en su punto medio (Fig. 5.5).

la distribucién elistica de momentos es la mostrada en la Fig. 5.5b;

ruede verse que los momentos en los extremos y en el centro del claro w=-
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son numéricamente iguales. Por consiguiente, el colapsc se presentard --
cusndo los momentos en esas tres secciones igualen en intensidad al mo==-
mento plésticd resistente de la viga, ya que, en ese insiante se forma--
rén tres articulaciones plésticas simultfneamente, y la viga se converti

r{ en un mecanismo, L& cargs de colapso vale:

=t -,
1~ y = = Digefiando la viga elésticamente, en
i 1 Sz _
— T i contrarfamos el valor siguiente para -
| ~ '~ la carga de trabajo:
(& | 5 |
& & PsL gSFt
PL]: 4 Mpax = 2 = SPt S Pt = —e—
-y - 8 L

Por consiguiente, el coeficiente de

Flouma S.5 seguridad real vale:

Po _ 8Mp/L 8ZFy/L _ ZFy

FoSe = B¢ = 55Pt/L = B8SF4/L — SF%

= 1.81 f

Igual que en las estructuras isostdticas.

5«5 MARCQO RIGIDO RECTANGULAR
DOBLEMENTE EMPOTRADO,

En la Fige 5.6 se muestran las dimensiones y ocargas del marco rigido
que vemos a estudiar & continuacién. - |

Todas las barras que forman el marco

tienen la misma seccidn transversal y --

L L son del mismo material, y suponemos véli

k%rqg. B 4 ds la relacién idealizada entre momento
‘ y ourvatura mostrada en la Fig. 3410.'--
N Las dos columnas estén empotradas en sus

bases y las conexiones entre ellas y el

— ] cabezal, en los puntos 2 y 4, son rigi--
das, El marco es hiperestético'de tercer

Flouma .6 grado, puesto gue en cada époyo existen

tres cantidades desconocidas, dos fuerzas y un par, o sea seis en total,
y contamos con tres ecuaciones de equilibrio de estdtica; por comsiguien

te, su grado de hiperestaticidad exterior es tres, equivalente al grado'
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de hiperestaticidad total, ya gque se trata de un marco abierto.
'En'primer lugar supondremos gue las fuerzas horizontal y vertical, H
y V, respectivamente, permanecen iguales entre s{ durante todo el proce-
so de cargs, mientras su intensidad crece lentamente hasta que se produ-
ce el colapso del marco; en este caso podremos, por consiguiente, hacer
B=V=P, ' |

Los momentos flexionantes varfan linealmente a lo largo de los cuatro
segmentos rectoe y libres de cargas exteriores que oomponen el marco, =-
1-2, 2=3, 3=4 3y 445, puesto que la fuersae cortante a lo largo de cada u-
no de ellos es constante; por consiguiente, basta com conocer los valo--
res de los momenios flexionantes en las cinco secciones numeradas de 1 &
5 en la Fig, 5.6 para que ia distribucién de momentoe quede determinada
‘en todo el marco, Ademfs, sflaments pueden presentarse valores miximos ~
del momento flexionante en esas oinco secclones, luego finicamente en ew-
llas pueden formarse artioulaciones plésticas.

Resolviendo elf{sticamente el marco enconiramos gue el momento eldpti~
co mfximo se presenta en la seocién 5, y que su magnitud e= 0.413 PL, El
comportaniento eldstico del marco cesard cuando la seccién 5 se plastifi
que totalmente, o sea cuando P aloance el valor P1 dado por:

0.413P1L = ¥p & Py = 2.424%2

Al aumentar las oargas mds allf de P3, la articulacidn pléstica en 5
experimenta rotaciones mientras el momento flesxionante an ella conserva
su valor constante, Mp, El oonocimiento de la intensidad de este momento
reduce sl grado de hiperdstaticidad del marco de tres a dos, pero al mig
mo tiempo se pierde la condicidn de compatibilidad de que la pendiente =
de la tangente al eje de la pieza en 5 no cambia, ya que se desconoce la
magnitud de la rotacidn que se presenta en esa seccién durante el incree
mento de las cargas,.

Supongamoé ahora que aumentamos las dos cargas de P; a Pr-ﬁP;en Ja =
seccidn 5 se presentard una rotacidn de magnitud desconoccida, bajo momen
to constante, mientras que el comportamiento del resto de la estructura
sigue siendo eléstiéo, ya que el momento flexionante varfis linealmente a
lo largo de 4=5, de manera que sélamente en 5 se ha alesnzado Mp.

Por consiguiente, los incrementos en los momentos ocasionados por las
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cargas AP serdn iguales a los momentos flexionantes que producirfan e--
pap oargas al obrar sobre un marco eldstico, igual al real, peroc en el -
que se hubiese introducido una articulacidén en la seocién 5, momentos ==
que pueden caloularse utilizandc cualquier nétodo eldstico de andlisis =
estructural; nétese gue el grado de hiperestaticidad ha hajado_a.dds.
Determinamos shore el valor de AP necesario para que los inc:;ementos
en los momentos flexionantes & lo largo del marco sean tales que se al--
cance el valor Mp en una segunda seccidn de la estructura, con 1o gue le
queda & &sta una sola incégnita hiperesidtica. Hfs alld de esa oargi, -
1oe cambios en los momentos flexionantes se caloulan oomo si la estruety
ra tuviera artioculaciones reales en las secciones en que han aparecido -
las dos articulaciones pléaticas, comportamiento que continda h#sta que
se forma uns tercera articulacidém, con lo que el marco se vuelve estéti-
camente determinado, Los cdloulos se prosiguen de maners seme jante hasta
que se forma la cuarta articulacidn pléstica, ocasionamdo el colapBoO.
Los resultados de estos cdlculos estdn contenidoz en la tabla 5.1. En
ella se han conpiderado positivos los momentos flexionantes que tienden
a ocasionar un giro en el sentido del movimiento de las manecillas del -

reloj, recorriendo el marco de 1 8 5.

Apl Pl AL Mz, Mz M4 A,
Ap MP AP AP AME rME Me
2,424 l—ors | —o.oxso | @727 |-2D39 1
o 1A - OLT £, S @ D8 | ~O, Ol o
z.507 |—-o.5az .-_o.<=>15 &. 776 | —1,000 1
=. 520 ' |eosm | cose | ozza < ooo| @
Z.oeY —_ o.o4% tLogo | —\.ooo i
wLo4 % — Qo7 | .odAB < O00 o000 o
5. 000 |~lLooo | coee| V.ooo | =loocoO i
Tasls =.1

El p'rimer renglén de la tabla muestra la solucién eldstica correspon~
diente a las cargas P;=2.424Mp/L. En el segundo renglén aparece la solu-
cidn eldstica del marco con una articulacidén en 5; los momentos flexio=-

nantes de esta solucién pueden sumarse con los de la primera, sSiempre «-
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que no se alcance el momento Mp en ninguna otra seccién, lo que sucede =
cuando las cargas P se incrementan en la cantidad 0.143Mp/L, incremento

que ocasiona la aparicién de una segunda articulaciéﬁ pldetica, en 4; en
el tercer renglén se han anotado precisamente los valores de log momenwe
tos correspondientes a ese incremento, de manera gque al sumar los dos -=-
primeros renglones obtenemos la distribucién de momentos para P=P]= AP: =
2.567Mp/L, para la cual se tienen dos articulaciones plésticas, en 5 y 4.

Si P se aumenta mfs afin, se presenian rotaciones en las articulacio-=-
nes plésticas en las secciones 4 y 5, de manera que el comportamiento co
rrespondiente a este nueva etapa del proceso de carga se investiga por =
medic de un nuevo anflisis eldstico, ahora con articulaciones en 4 y 5.
La solucién del marco en esas condiciones se muestra en el cuartc ren=—-w
glén de la tabla para un incremento de P igual a 0,390Mp/L, suficiente =
para llever el momento flexionante en la seccién 3 al valor Mp. Sumando
esos carbios de los momentos & los valores que tenfan cuando P=2,.56TMp/L
obtenemos la distribucién correspondiente a P=2,.957Mp/L, para la cual a-
parece el momento plédstico Mp en las secoiones transversales 3,4 y 5. Eg
ta distribuoidn estd dada en el gquinto renglén de la tabla.

Por fltimo, obtenemos la solucién eldstica del mareo cen articulacio=
nee on 3,4 y 5 ¥y encontramos que un incremento de P de 0,043Mp/L hace =
que el momento flexionante en 1 alcance el valor Mp. El valor de P para
el que se presenta esta condicién es, pues, 3Mp/L, y la distribucién co=
rrespondiente de momentos flexionantes estf{ en el filtimo renglén.

Puede verse que a ega diptribucién de momentos le corresponde la apa-
ricién de artioulaciones plésticas en cuatro secciones, 1,3,4 y 5, y que
esas cuatro articulacionems son suficientes para transformar el marco en
un mecanismo, de tal manera gque el colapso se presenta mientras cargas y
nomentos flexionantes permanecen sin cambio. I carga de colapeo del mar
co e8, pues, 3Mp/L, y el mecanismo de colapso es el mostrado en la Fig,
547

El coeficiente de seguridad real de este marco disefiado eldsticamente

serfa;
Mp/L__ _ _ 3ZF4/L _

Que o8 24% mayor que el de una estructura isostdtica.
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Las deflexiones correspondiene--
tes a cada etapa del procesc de ==

carge pueden oalcularse utilizando
cualquier método eléstico, aplicdn
dolo en cada oaso al marco con las

articulaciones gque se hayan formae

do hasta eaes nmomento, Loas resulta=-

dos de esos oflculos se muestran

Flaums 5.7 en la Fig, 5.88, en la que se han

trazado los desplazamientos hori--
zontales de los extremos superiorea de las columnas, expresados en forma
adimensional como hEI/MpLz, y los valores de las cargas, también adimen-
sionalmente, come PL/Mp.

(@ crmen rmp:ﬁ:ncuk\-, HaN=P )
FL (b v= EMP/-L 5 SuHGUbh, tow Ha P
Mp (c_}. -_':s.‘:p.me.\au on Lase Baams oE Las
MG, SEGUIDE, POR Gl Ao
Faratodiik —

hit
nEL
RpyE

Fleura 5.8

Ia aparicién de cada articulacidn plédstica se indica en la figura con
el nfmero de la seccién transversal en que se forma dicha articulaciédnm,
de acnerdo con la Fig, 5eb6.

En general, las intemnsidades de las cargas que obran sobre una estruge
tura real no crecen guardando siempre una relacién constante entre sf, -
como se supone al obtener la carge de colapso del marco en estudio, y =--
puede parecer que el orden de aplicacidén de las fuerzas exteriores influ
¥e& sobre el valor de dicha carga de colapso, Afortunadamente, sin embar-

g0y no es ese el caso, ¥y las distintas carges pueden elevarse a sus valo
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res de colapso de muy distintas maneras sin afectar la oapacidad de la =
estructura.

Hemos visto que el colapso del marco se presenta cuando H=Va3Mp/L. To
Lemos un oaso exireme, suponiendo que se aplica primero la carga V, la -
gue 8e ilnorementa hasta alcanzar el valor 3Mp/L, antes de empezar s apli
oar la fuerza H; enseguida, V ss mentiene congiante, mientram B se incre
menta lentamente desde cero.

Puede demostrarse que ouando V vale 3Mp/L el marco estf adn en estado
completamente eléstico, y que es necesario que H szlcance el valor de ===
2.133Mp/L para que aparezca la primera articulzcidn pléetica en la sec—w
¢idn 4 (en contraste con el caso en que Hy ¥V crecfsn simulténeamente, -
pues entonces la primera articulacién se formé en 5),

Efectuando los cdleulos paso & paso, de manera senejante a como se ki
Zo con la primers condicién de carga, pueden obtenerse las relaciones -=-
carge-deformacidén para nuevos incrementoz de B (los resultados se mueg--
tran en la Fig. 5.8b); la cuarta articulacién pléstica se forma en 1, ==
cuando H vale 3Mp/L, y el mecanismo de colapso es el mismo que antes, lLa
condicién de colapsc para este caso es, pues, la misma que para cargas =
proporcionales, y en ambos casos se presenta cuando H=V=3Mp/L. Le dnica
diferencia entre los dos casos estd en el orden de formacién de las arti
culaciones plésticas y en las relaciones carga-deformacidn anteriores s
la falls.

Otro resultado general de importancia considerable es que la cargs de
colapso es siempre independiente de los valores de los esfuerzos residua
les de cualquier tipo que existan en la estructurs descargada, ya sea ==
que se deban a soldadura, aju-ste imperfecto de los miembros, deformacip
nes plésticas ocasionadas por procesos de carga anteriores, movimientos
de los apoyos, o cualquier otra causa.

Supongamos que los apoyos del marco de la Fig, 5.6 se abren, mientras
que las columnas permanecen fijas en direccidn, la cantidad estrictamene
te suficiente para que los momentos flexionantes en las secciones 1 y §
alcancen el valor -Mp, sin que obre ninguna carga sobre ls estructura, -
Un anélisis eldstico muestra que en esas condiciones el cabezal queda su
Jeto a un momento constante, de intensidad Mp/3, Si ahora se aplican al
marcoe las cargas Hy V y sus valores se van incrementando gradualrente,

guardando siempre una relacién constante entre sf, la articulacién plés-
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tice de la seceidn 1 empieza a girar inmediatamente, mientras que el mo=
mento flexionante en 5 disminuye, desapareciendo la articulacién en esa
seccidn.

Un endlisis paso a paso permite obtener la relacién carga~deformacidn
mostrade en la Fig, 5.8¢. De nuevo se encuentra que el colapso se presen
ta cuande aparece la cuarta articulacién pléstica, en la seceidn 5, pera
cargas H=V=3Hp/L,launque la relacidn carge-deformacidn y la secuencia de
formacidn de las articulaciones son diferentes que las obtenidas en los
dos casos anteriores.

El hecho de que la magnitud de la carga de colapso sea indepenciente
de la historia prievia de carga de la estructura y de los valores de los
esfuerzos residuales que exisan en ella es, obviarente, de importancia -
fundamental en la teorfa pldstica. Su explicacién es relativamente sim--
ples, ¥y proviene de que el colapso sbélamente puede occurrir cuando se ha
formado un nimero de articulaciones plisticas suficiente para transfor--
mar la estructura (o una parte de ella) en un mecanismo. Hablando en tér
minos generales, deberd aparecer una articulacidn mds que las necesarias
para que la estructiura completa, o una porcidbn de_ella, se haga estdtica
nente determinada.

En el marco rectangular que hemos estado estudiando hay tres incégni-
tas hiperestéticas; si en cualqﬁier etapa del proceso de carga se han --
formado tres asrticulaciones plésticas, de manera gue el momento flexiow=
nante en cualquiera: de ellas sea igual al momento plédstico (e igual al =
de las demfs), las tres incdgnitas hiperestéticas pueden calcularse por
estética, de manera gue el momenté tlexionante en cuaslquier seccién del
marco puede escribirse en funoién de las cargas. 5i se forma entonces u-
na cuarta articulacién, la estructura debe reducirse & un mecanismo, y -
el oconocimiento del momento flexionante en la §ltima articulacién permi-
te calcular los vaelores de las cargas,

Se deduce de lo que amcabamos de decir que una vez que se sebe cual es
el mecanismo de colapso la carga de colapso puede calcularse consideran-
do finicamente las condiciones de equilibrio estdtico combinado con el co
nocimiento de los momentos flexionantes en las articul#ciones plésticas.
Ninguna de estas coneideraciones es eslterada por la presencia de esfuer=
zos residuales, el orden de aplicacién de las cargas o la rigidez impere

fecta de las juntas, de manera que &s evidente que la carga de colapseo -
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no result& afeotada por esos faotores.

Para ilustrar este punto, tomemos como incdgnita- hiperestdticas del
maroo las tres reacelones, dos fuergas y un par, en el apoyo de la ig--~
quierda. Sabemos que en el instante del colapso se forman artioulaciones
pléaticas en las secoiones 1, 3, 4 y 5; en la Pigo 5.7 se han mostrado =
los momentos que aparecen en ellas con sus signos respectivos, obtenidoes
congiderando los movimientos relativos, respecto a cada articulacidén, de
los extremos opuestos de las barras que conourren en alla {(nbétese gue --
ios momentos indicados en la figura no son necesariamente flexionantes,
gino los correspondientes 2 las acciones de las barras scbre las articu=-
laciones pldsticas; por ejemplo, el momento que aparece & la derecha de
1a artiounlscidn 3 es en sentido contraric el movimiento de las manecivwe=
llas del reloj, lo que corresponde al novimiento relativo de 4 con res-=
pecto & 3}

Por definicién de momento flexionante en cada una de las secciones en
que aparecen articulaciones plédsticas, podemos eacribir las cuatro ecuaw
ciones siguientes (véase la Fige 5.9, en la que se han dibujado dnicamen

te momentos flexionantes)s

My = - Mp
A L L
o H;:Hp:ﬁ]_l}#vllf-',l{p

e ;Y [ 4 Mg = <Mp = HjL + 2VL - PoL - Np

’ R B "\P\ 2 M‘a& i : :
Mg = Mp ='2V1L 4+ PclLh = PcL « Np

-
Bn oada una de las ecuaciones
ME1~a
e <22 __JL no aparecen més que dos momenw-
N\v\-T_/ & tos Mp, el correspondiente a la
N1

seceidn donde se estd aplicando
Tigumi 5.9

la definicién de momento flexigp
nante y el del apoyo L, y& que
los demds son interiores. Resolviendo el sistema de ecuaciones se llega
a los resultados siguientess o

v =P 31=y§ My = -llp  Po = 2P

E]l valor de Pc concuerda con el obtenido previamente.

En la Fige 5.10 se nmuestra el diagrame de momentos flexionantes ¢co=-=
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rrespondiente al instante de colapso; para trazarlo nos basta con calouw

lar el momento en 2, ya que conocemos todos los demds valores necesarios,
My, = =Mp ¢+ E1L = =Mp +'%?I;= 0

El $razo del disgrama de momentoe eg conveniente en todos los casos =
en gue se efectfan anflisis estdticos del tipo que acabamos de hacer.
| Como ya se ha sefinlado con ante-w-
ricridad, una vez que se conoce el =

mecanipmo de colapso es posible de-=-

Aoe terminar la carga correspondiente u-
tilizando un procedimiento cineméti=-
co, ademds del método estdtico emple
ade arribe. Pera ello, hasta iguslar

5

el trabajo efectuado por las cargas

exteriores con el absorbido en las =

articulaciones plﬁaticas durante el
7 movimiento del mecanismo indiczdo en
la Fig, 5.7 (como el movimiento es muy pequefio, puede considerarse que =
los desplazamientos de los extremos superiores de las dos columnas son =
horizontales e iguales entre si en magnitud, ya que la distancia entre -
los puntos 2 y 4 sélo cambia en una cantidad pequefiz de orden guperior);
por consiguiente, las dos columnas giran el mismo éngulo @, El desplaza-
miento horizontal del punto 2 es 6L, y como en 2 no aparece ninguna arti
culacién plistica se conserva el 4ngulc recto entre las dos barras gque -
concurren sn ese punto, luego la barra 2«3 gira también un dngulo © y el
punto 3 experimenta un desplazamiento vertical igual a 6L,
Por oconsiguiente, el trabajo realizado por laes fuerzas exteriores es:

PoSL + PoOL w 2PoeL

las rotaciones relativas de las dos barras que concurren en cada una
de las artioculaciones 3 y 4 son 2@, luego el momento M¥p que existé en cg
da una de ellas realiza un trabajo 2Mp@; por consiguiente, el trabajo in
terno total absorbido en las custro articulacionee plésticas valdrd:

Up® ¢ 2Np@ 4 2Mp® ¢+ Mp® = 6Mp@

Igualamos el trabajo exterior con el interior, obteniendos
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2PoOL = 6Mp® . Po = XB

| Una ves que se oonoce el mecanismo real de colapso, la determinacién
de la carga correspondiente es muy sencilla, utilizando cualqniera de -
loe métodos que acabamos de ver, estdtico o dindmico,

Sin embargo, a menos que la estructura sea muy simple, el mecanismo =
real de colapso no puede conocerse por anticipado. Hay casoa (como por -]
jemplo en la viga empotrada en los dos extremos ¥ con carga uniforme) en
que no existe mis que un posihle mecanismo de colapso el que, por consi=-
guiente, tiene que ser el real. En cambio, en estructuras nés oomplejas,
el nimero de posibles mecanismos aumenta (en el marco que acabamos de es
tudiar hay trea), al grado de gue en estructuras complicadas ese ‘nfmero
puede ser muy elevado, lo que eliminarfa la simplicidad de los métodos -
directos de anflisis pléstico, a menocs que exisia alguna manera de deter

minar, eantre todos los mecanismos de colapso posibles, cual es el real.

6
TEOREMAS FUNDAMENTALES EN EL
ANALISIS PLASTICO DE ESTRUCTURAS

6.1 ASPECTOS GENERALES.

Como hemos viesto en algunos ejemplos sencillos, una vez conocido el =
necanismo de colapso de una estructura sometida a un sistema de cargas =
dado la intensidad de éstas puede calcularse muy f4cilrente, utilizando
un procedimiento estdtico o dindmico. Bn algunas estructuras muy senci--
lles es obvio gue exigte un solo mecanismo posible de colapso, de menerz
que el cdloulo de la carge mfxima que pueden soportar esas estructuras -
no ofrece ninguna dificultad. En cambio, cuando hay més de un posible me
canismo de #lls se hace necesario distinguir el real entre log verios po
sibles, puea de no hacerlo los nétodos directos para el cdlculo del co--
lapso pléstico perderfan tode su utilidad. ,

A continuacidn estudiaremos los teoremas referentes a los valores de
la carga de colapso plédsitico que son ftiles para el fin anterior, y acla
raremos su significado aplicédndolo a unos cuantos ejempl;S simples,

la validez de los teorenas depende eaenqialmente de la supocsicién de.
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que la gréfica momento flexionante=curvatura es de la forma simplificada
mostrada en la Fig. 3.10, para todos los miembros de la estruotura. les
dos partioularidades fundamentales 1nportantes de esa relaoién son que =
un incremento de momento flexionante origina siempre un increnento de we
curvatura de su mismo signo y que la magnitud de la ouriatura tiende a -
valores infinitsaente grandes mieniras que ol momento flexionante tiendo
al momento pléstico Mp, como limite, '

De aqui se deduce que sionpre que el uonenfo flexionante existente en
una secoién transversal cualquiers alcansa el valor Mp se forla en ella

una articulaciéa pl&stica que puede cxporinontar rotaciones de cualquiar
magnitud, nientres que al lomento flexlonante se conserva oonstante e l=
gual a Mp.

Por ahora supondremos gque el valor del momento pléstico o8 constante
para una secoidn transversal de dimensiones dadas, independientemente de
las magnitudes de las fuergas cortantes y normales que actdén en ella, -
(Bn realidad, estas fuersas si influyen en los momentos plisticos resis-
tentes de las barras, pero su estudio, as{ como ei de otros factores, se
hard nfs adelante,)

Como sabemos, las suposiciones anteriores son los requisitos esencia-
les de la teorias plédstica simple.

Adenmés, supondremos que las deformaciones de las estructuras en estu=-
dio son sufiocisntemente pequefias para gque las ecuaciones de equillbrio -
estdtico sean sensiblemente laz mismas que para las estructurss no defor
madas, suposioién que'ea semejante & la que Be hace en el aniliéig elde-
tico convencional. Bn virtud de ella, se excluye cualguier consideracién
de falla por pandeo antes de que se alcance la carga tedrica de colapso.

Por ﬁltimo, vamos a suponer gque las cargas gque obran sobre las estruc
turas son proporcicnales entre sf, es decir, que sus magnitudes conser--
van relzciones fijas durante todo el proceso de cafga. Por consiguiente,
un solo pardmetro P determina las intensidades de %todas las cargas del -
sistems. (Bsto no excluye la pbsibilidad de gque al cargar una estructura
real no se cumpla la condicidn de proporcionalided, siempre que no haya
fallas locales. )

Definiremos gatado de colapso pléstico & aquel en gue las deflexiones
de la estructura, o al menos de unas parte de ella, pueden inorementarse

mientras que las cargas exteriores permanecen constantes,
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En las estructuras simples estudiadas hasta ahora es evidente que ---
cuando se alcanza la carga de colapso se ha formedo en ellas un nimero =
_de articulaciones plésticas sufiocientes para oonvertirlaa,en un mecanise-
mo, Las deflexiones pueden aumeniar entonces bajo carga constante, a cau
sa de las rotaciones que se presentan en las articulaciones y mientras -
que los momentos flexionantes en ellas se conserven constantes, con va--
lor Mp. De une consideracién de los requisitos de eguilibrio estdtico se
deduce que le distribueién de momentos flexionantes en la estructura pexr
manece sin cambio durante el colapso, de manera que no habré oambios de
curvatura en ninguna seccién transversal, excepto en las que existan are
$ioulaciones plésticas.

Estos resultados, obvios en los casos simples con91derados, son tam--
bién v{lidoe en cualquier casoe. ' ‘ .

Como un oorolario, es evidente que el trabajo realizade por las fuer-
zas exteriores durante el .eolapso pléstico debe ser 1gual al absorbldo -
en las artioulaciones plésticas, ys que como ‘gélamente en ellas hay cam=
bios de curvatura, los monentos fiexipnantes no realisardn trabajo inter

no nde que en esas articulaciones. -

6,2 CARACTERISTICAS DE LA DISTRIBUCION DE
MOMENTOS FLEXIONANTES DURANTE EL COLAPSO,

La distribueidn de momentos flexionantes corresgpondientes al instante
de la falla de una astructura cualquiera debe satisfacer simultdneamente
los tres requisitos siguiemtes:

1. Condicidn de equilibrio. El sistema de momentos flexlonantes debe

corresponder a un estado de equilibrio entre la emtructura y las -
cargas que ohran sobre ella.

2. Condicién de mecanismo. Los momentos flexionantes deben ser igus—=

les a los momentos plésticos resistentes en un nfmero de secciones
transversales suficiente paraqus le estructura, o parte de ellsa, -
se convierta en un mecanismo con articulaciones pléstiocas,

3. Condicién de plasticidad. El momento flexionante existente en una
secoién no puede ser nunca mayor que el momento pléstico resisten-
te de la estructura en ess seccién (o, lo gue es lo mlsno, el 8B~~

' fuerse mormal no puede aohrepasar_.l oorrespondlente al 1inite 4in-
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 gerior de fluencia en ningén punto de ninguna seccién transversal).
' Bstas tres oondiciones de colapso son un requisito necesario de una -
"distribucibn de momentos correspondientes a un estado de fallm, y llevan

’ a;trel'tedrehaa de aplicacién general.

6.5 EL PRINCIPIO DEL TRABLJO VIRTUAL.

El prinoipio del trabsjo virtual nos va a ser luy Gtil en el anélisls
pléstico de estruoturss, por 1o que antes de pasar al estudio de los teo
remas fundamentales veremos en que forms puede aplioarse al probleaa que
nos ooupa. Podemos enunoiar el principio en la forms general sigulente:

"na condicién necesaria y suficiente para el equillbrio de un cuerpo
deformable es gue ses nula la suma de los trabajos realizados por todes.
las fuersas, exteriores e interiores, que obran sobre é1, para cualquier
'conjunto de desplasamientos pequoﬁoa y compatibles con las restrlcoiones
externas e internas del cuerpo.” _

En aplicanionaa prﬁctioas, el principio del trabajo virtual suele uti
1izarse en la forms siguiente: ' _ ' |

"Si una estructure deformable, en equilibrio bajo la aceibn de un sis-
tema de fuerzas exteriores, es sometida a un desplazamiento virtual (es
decir, pequefic ¥ compatible con sus restricoiones internas ¥y externas),
el trabajo te realizado por las fuerzas exterlores durante el desplaza=--
“miento es lgual al afectuado por las fuerzas interiores ti durante ese =
‘mismo desplazamiento."

Esto quiere decir que te=ti. Si el sistems es indeformable, las fuer-

zag interiores no realizan ningén trabajo ¥ te=0, ¢ seas
te = i , | | (16)

te = 0 (sistama indeformable)

Al aplicar el principio & una estructura reticuler plana y cargada en

T oau plano, el trabaao de las fuerzas exteriores vales

;.9161

Donde §1 es el desplazamiento efectivo del punto de aplicécién de la
fuerze Pi, y la suma se lleva a través de todas las cargas del sistema.

El trabaao de las fuerzae interiores serf, en general, funeibn de los
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tres elementos mecdnicos existentes en estructuras reticulaves plenas, -
¥, ¥ y T (momentos y fuerzas normsles y de corte,'respectifameﬁté);”ﬁero
dentro de la teorfa pléstica sinple despreciamos los efectos de Ny T, =
de manera que lo-obtendremos en funci6n de los momentos flexionantes ex-
olusivamente. '

Utilizaremos el prineipio del trabajo virtual pars calocular ié'carga
1fnite de lzs estructuras planas, y al hacerlo tomaremos ooxmo doaplaza--
nientos virtuales los que esperimenta el sistema, hajo carga constante,
inpediatamente después de que se alcanza la condicién de eolapso- ‘duran-
te ellos, las deformaciones elésticae no varfan, y cono ‘son muy pequefias
podenos suponer que el pistema se ha convertido en un mecanismo oonstitu
{do por una serie de harras ri{gidas, con la forma original, ligadas en--
tre s{ a través de las articulaciones plédsticas, '

Por oons:gulente, durante el desplazamlento v1rtual, las barras rigie
das que componen el mecanismo se moverén en el plano, girando alrededor
de las artioulaciones plésticas, ¥y el trabajo de 1ias fuerzas interloraa
se reducird sl efectuado por los momentoe en esas art1cu1a01ones, en las
que e producen rotaciones finitas €j. '

la férmula (16) se convierte, pues, en:

$rigi = zxaea S an

Al

En la que n es el nfmero de fuerzas exteriores y m el de articulaocio-
nes plédsticas.
Evidentemente, cuando sobre la estructurs obren cargss repartidas, se

modificard la forma del primer miembro de la ec. (17).

6.4 TEOREKA DEL LIMITE INFERIOR,

El primer teorema que vamos & establecer se basa en una consideracién
de los requipitos para el equilibrio estitico de una estructura.

En general, en una estructura hiperestitica dada existe un némero ine-
finito de distribuciones de momentos flexionantes que satisfacen todas -
lae condiciones de equilidbrio estdtico con un conjunto especificado de =
fuerzas exteriores, (EBn efecto, podemos inventar los valores de las in-=
cégnitas hiperestdticas y deduoir los de las demés inodgnitas, en fun--=
oién de las cargas del sistema exterior, por medio de las ecusciones de
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quilihrio.) A este tipo de distribuciones de momentos las llamaremos, -
en lo gue aigua, eatdtioanante admigibles™, o

~ Ademés, para qus uns distrivucién de momentos dada saiisfaga la condi
oién de plasticidad, gerd necesario que los momentos oxistentea de acuer
do con ess distribucién no sobrepasen el ninguna aecclén transversal de
la estructura el momento pléstico resistente de la misma,

Supongamos que sobre una oatructura dada obra un szsteﬁa de fuersaa -
Pi ouyas intensidades congservan siempre 1& nisma relacién entre sI, de -
maners que podenos hacer variar el sistema multiplicando todas 13;_;uer-
zas que lo eomponen por ud nismo nfmero, Ae . ' -

Queremos determinar la intensidad méxima de las cargas que puede BO==
portar 1a estructura, es decir, el valor del nult:plloador )\para el que
Be produoo el colapso pléstico de la eatructura, al que 1lamarenos Ac.

Para un valor oualguiera de )g que define un sistema de oargaa APi, -
podemos encontrar un nfmero infinito de distribuciones de momentos esté-
ticsmento.admiaiblel ¥y que satisfagan s;multineamente la oondlclén de --
plasticided. | | - -

Supongamos conocido el valor de Ac correapondienfq alrcﬁlapao detla -
estructuras bajo la aceidn del sistema de cargas AcPi se fbfmaré un'nﬁme
ro de articulaciones plésticas guficiente para convertir la estructura -
en su totalidad, o una parte de ella, en un mecanismo..

Apliquemos el prineipio del trabajo virtual, tomando como gistema de.
‘fuerzas en equilibrio el formado por laB cargas %cPi y como conJunto de
desplazamientos virtuales el correspondiente a un pequefic mov;mlenuo del
mecanismo de colapso. '

El trabajo realizado por 1as fuerzas exteriores vale:

)'_).criéi Ac Eméi

Awy

Y ol absorbido en las articulaciones plésticas est
2. Mpje)
J=d

Siendo m el ndmero de articulaciones pléisticas y Hpj@Jj los mornentos ¥
giros corraspondientes. _
Igualamos el trabajo exterior con el interior ¥y obtenemoas

e S pidi = éﬂpjﬁj ST as)

A=l
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Volvamos a aplicar el prinecipio del trabajo virtual, tomando ahorsa un
gistema de cargas en equilibrio oorreépondiente & un valor cualqﬁiera -—
del multiplica'dbr_ )\y el mismo conjunto de desplazamientos virtuales que
en el caso anterior, correspondiente & un movimiento del mecanismo de og
lapso. (Debe hacerse notar que al aplicar el prineipio del trabajo vire-
tual no es necesario que los desplazamientos virtuales correspondan al =
sistema de cargas al que se aplica el principio, sino basta con que el ~
pistema de cargas esté en equilibrio y que los desplazamientos sean col=
patibles con las restricoiones interiores y exteriores de la estructura,.)

Los trabajos exterior e interior valen, respectivamentes
n . n K m I
2 APidi = )\2\?161 y 2 4p30) + 2 130
i= A= - 3=

En esta €ltime ecuascién, k es el nimero de articulaciones del mecanig
mo real en las gue los momentos correspondientes al sistemal%fi alcanzan
el valor Mp; en las demfs, el valor del momento es Mj.

Igual#ndo las dos cantidades anteriores, obtenemoss

n o L3 m |
AZPiéL = SUp36) ¢ > U36) (19)

Evidentemente, k es un nimere menor, o & lo sumo iguai, &l nimero to-
tal de articulaciones plésticas, m {de hecho, k puede valer cero) y los
momentos Mj gque aparecen en las demfs son necesariamente menores que Mpj

puesto que se cumple la condicién de plaéticidaﬂ. Por consiguiente:
3 3 m
Swpie; ¢ Swges ¢ Supjey
= e =
Y, observando las ecuaciones (18} y (19), llegamos a la conclusidn:

ASPidi = Ao > Pid1 A= \o (209

A=) AmY

Ee decir, la carga 1imite real (carga de colapso) es la mayor de to-e
das las cargas para las que puede obtenerse una distribucién de momentos
estéiticamente admisible y que cumpla, &l mismo tiempo, la condicidn de =

plasticidad en todas las seociones de la estructura,

TECREMA, La carga corregpondiente a una oonfiguracién de equilibrio -
con valores supuestos arbitrariamente para las incégnitae hiperestitices

es menor que, o & lo sumo igual, a la carga dltima, siempre gque en todas
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lag secciones transversales de la estruotura se cumpla .la condicién de =

Haremos a oontinuacién algunes ejemplos que nos permitirén sclarar el
significado del teorema del 1fmite inferior.

Ejemplo 6,]. Consideremos wns viga empoirads en ambos extremos, de --
longitud L y secoién transversal constante, sometida & la accién de uns
carge uniformemente repartida W (Fig. 6.1).

' Ys hemos resuelto con an

l; 5 I 1T I3 i:i o ' | terioridad este problema y

sabemos que la carga de co-

lapso vale:

. L6up
Weo 12

Por aimetria, los momen-

3
' |
| __-ﬁ——~4-1r ' tos sn los 408 extremos de
[ | = la viga deber ser iguales,
N | |

We £ de manera que ob¥enemos un

. i diagrama estdticamente admi
/””ﬂ—_‘::::-—_-rﬁr‘”ﬁz 8ible superponiéndole &l i-

—3-%= _
\\;J . sostdtico cualquier diagra~

= P ma correctivo horizontal, =

En la Figs. 6.l se mussiran

Flevea G\ tres diagramas de momentos =

estdticamente admisibles, -

escogidos al azar. En el primer caso (Fig. 6.la) se ha escogido como dig

grams estiticamente admisible el isostdtico, es decir, se han supuesto =
momentos correctivos nulos,

De acuerdo con el teorema del lfmite inferior, la carga 'l’ correspon
diente a ese diagrama, serd menor o igual que la carga de colapso de la
viga, Wo, siempre que [M| < Mp en todas las secciones. '

Esta dltima condicién se cumplird si Mmax€Mp, y el valor méximo de Wy

corresponderd a Mmax=Mp. Es decir:
w112 o 8lip
.

Esta carga debe ser igual o menor que We¢ (en efecto, la cargade colap
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so vale 16Mp/I2, o sea 2Wy).
En el segundo caso (Fig., 6.1b):

Wol2 . 12K
lﬁna.x:-%-z—alp vo -!2=-Tz-2<’lo

Y en el t;rcer caso (Fig. 6.10):
3 3 oM
Mmax:-?z-'352=l!p .o ‘3=53?E<'io

En todos los casos hemos obtenido valores de ¥ menores que el gque ocg
giona el colapso de la vige; ei piguiésemos haciendo fanteos obtendr{a=e
mos, como valor méximo de W, precisamente We.

Los valores de las cargas Wy, Wp y Wz pueden obtenerse también utili-
zando el principio del trabajo virtual; ilustraremos su aplicacién em-~-=-
pleéndolo'para calcular la cargs correspondiente al diagrama de momentos
de la Fige 6ela.

En la Fig. 6.2 se muestra el sistema de fuerzas en equilibrio ¥y el --
diagrama de momentos corrqspondiente. En los extremos de la viga y en su
seccidn media introducimos articulaciones fiéticias, ¥ para gque no se mo
difique el estado de la estructura aplicamocs a unoc y otro lado de ellas
momentos exteriores iguales en magnitud y signo & los momentos interio=-
res existentes en esas secciones.

Aplicamos el ﬁrincipio del tra-
bajo virtual, déndole un pegueiic -

movimiento al mecanismo que se ha

formado con la& introduccidn de las

=0} + 4+ 41 33 b

1]
V‘-'-W__;:- \I= W‘,—
A

3 . .
= 1 articulaciones.

| l te = WLQ-]-' - Mp2@

MWa\,"‘_l-:_ 2 2
-3

| [ Por consiguiente:

D .
& 8 Q,__e’ . 1%—°--2H:;_:9=0 oo ':%

N =
Aipax a _"Lg:. = M. Valor gque concuerdsa con el obteg

.. nido anteriormente,
Fleumi -




Ejemplo 6.2+ Viga empotrada en un extremo y apoyada libremente en el
otro, de longitud L y seccién transversal constante, sometida a la ac---
oién de una carga concentrada P en el centro del olaro.

1’ Pare tenerla como refe--
tj__ Ve | Me 4!5%, rencia, caloularemos la car
I L f ge de colapso aplicando el
(a) e __ el prinoipio del trabajo viriu
} o e | al sl dnico mecansimo de fa
1 e —— lle posible (Fig. 6.3a).
(o) !| | L“‘“‘“‘?‘ Po0F = 3Mpo
| —
{ | ~ os Po = $¥p
‘53 1 l— Mumx-ﬁi%ﬁ L |
B Evidentements, en sl ex=
(4 b ————|— tremo de la derecha de la «
o] ' 1 £ viga no aparece articulaewe
LS 0ién plésiica puesto que el

apoyo real existente en €1

permite los giros libremen-
freoma o .5

te, con momento nulo.

Calcularemos las cargas
correspondientes a los tres diagrampas de momentos estfticamente admipgi--
bles mostrados en b, ¢ y 4 de la Fig. 6.3,

PLL . ¥
b) -ﬁax=-4l-=ll_p .o P]_SAER<PG
L . |
c) Imax=%'6L-np KA Pz=-]‘_;f-;‘-‘3<ro
L . |
a) doaz « o Np N Py = 4R <R

En cualquiera de los casos anteriores se lograque la disiribucién de
momentos satisfaga le condicién de plasiicidad haciendo que el momento =
méximo sea menor o igual que Mp; consideramos Unicamente el caso en que
Mmax=Mp, porque e3 el que nos di el valor mayor de P,

Pars lae tres distribuciones de momentos supuestas hemos obtenido, de

scuerdo con el teorema del limite inferior, valores de P menores que Pc;
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exigte una sols digtribucién de momentos, con valores méximos simulténe-
os en el empotramiento y en el centro del claro, pra la que P=Po.

Un corolario obvic del teorema del limite inferior es que si se puede
demostrar que para un conjunto dado de cargas P no existe ninguné distrg
bucién de momentos flexionantes que satisfaga la condicidn de plastici-=
dad y sea, al mismo tiempo, estiticamente admisible, ese valor de P debe
ser mayor que ls carga de colapso, Fc. Es decir, la carga de colapso de
una estructura corresponde a la intensidad mixima del sistema de cargas
que obran sobre ella para la que se satisfacen simulténeamente los dos =
requisitos necesarios de que el equilibrio estitico debe ser mantenido y
que el momento flexionante no puede ser mayor que Mp en ninguna seccidn.

Otro corolario interesante del teoreme se refiere al efecto que tiene
sobre la carga de ocolapsc el refuerzo de una estructura, por aumento del
momento pléstico resistente de uno o més de sus miembros. Se ve finalmen
te que este refuerzo no puede ocasionar una disminueidn de la carge de =
colapso. En efecto, si una estructura sometida a un sistema de cargas P
falla cuando alcanzan el valor Po, habrd cuando ménog unadistribucién de
cargas o momentos flexionantes estiticamente admisible con esas cargas,
que setisfacerd, sl mismo tiempo, la condicién de plasticided. Esa misma
distribucién de momentos seguiré oumpliendo la condicién de que M€Mp en
todos los puntos y seguiri siendo estfticamente admisible con las cargas
.exteriores si se auﬁenta el momento plistico resistente én una o mée seg
ciones transversales de la estruetura, ya que los requisitos de equili~-
brio estdtico permanecen sin camblo y si.el momento pléstico Mp no era -
excedido en ningin punto de la estructura original, menos afin lo serf en
la reforzadsa, 7

En caso de que este corolario resulte obvio debe recordarse que si se
considere el comportamiento elédstico de uns estructura el aumento de la
secci&n de un miembro da lugar a una redistribucién de momentos que puew
de ocasionar incrementos de los esfuerzos en secciones orfticas, disminu
yendo, por consiguiente, la capacidad de carga de la estructura, desde =
un punto de vigta estéitico.

Ceomo ejemplo, consideremos la -

viga de la Fig. 6.4: si reforzemos

1
Fay ég 2& el tramo AB su rigidez aument=ard,

L=

Froona G4 de manera que al distribuir el mo-
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mento de desequilibric éntre los dos tramos disminuird el correspondien-
te al tramo BCy; por consiguiQnte, aumentard el momeanto total en el extfg
mo B del tramo BC, ya que ser{ menor la magnitud del momento que S8 rege
te del de empotramiento perfecto, y si esa sqccidh'era la que regia el -
disefio del tramo de la derechade la viga, este tramo guedarf en condicip
nes més desfavorables que las originales y, aparentemente, habfé disniee

nufdo la capacidad de carga de la estructura.

605 'TEonm DEL LIMITE SUPERICR,

Si se conoce el mecanismo #eal de colapso de una esiructura dada some
tida & wn detérminado sistema de cargas, el valor de la carga de colapso
puede encontrarse igualando el trabajo realizado por las cargas exterio-
res duranie un pequefic movimiento del mecanigmo de colapso con el absor
bido en las artioculaciones plésticas,

Cuando no se conoce el mecanismo real de falla, es posible escribir u
na ecuacidn de trabajo del tipo indicado arriba para cuslquier mecanismo
supuesto, con lo que se obtendrd un valor de la carga P "correspondiente"
al mecanismo supuﬁato,

Asf, por ejemplo, en ls viga doblemente empoirada de la Fig. 6.5 pode
Ros suponer que la tercera articulacién pléastica se forma en ur punto ine
termedio cualquiera, que no ses el centro del claro: aplicando el prineci
Plo del trabajo virtual podremos czaloular inmedistamente la cargsa de rui
na correspondiente al mecanismo supuesto,

En general, el mecaniasmo supuesto inventande la poaicioﬁes de las are
ticulaciones pléstiicas no serd el mecanismo real de colapsc de la estruc
tura; sin embargo, es fdcil definir un sistema para el que la forme de =
colapso supuesta, y la cargs correspondiente, sean lap reales: bastarf -
para ello con considerar una estructura, deducida de la dada, en la que
las secciones transversales peraanezean constantes en los lugares donde
8¢ han supuesto las articulaciones pldsticas mientrss que crecen indefie-
nidamente en todo el resto., Bl mecanismo real de colapso de esta estruce
tura reforzaﬂa es, evidentemente, el mecanismo supuesto arriba para cal-
cular la carga de colapso de la estructura real,

Ahora bien, de acuerdo con el segundo corolario del teorems del limie-
te inferior, la carga de colapso del sistema reforzado no puede ser me-=

nor que la de la sstructura dada, de donde se deduce que la carga de cow
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lapso verdaders es la mis pequefia de todas las que pueden obtenerse colg
cando artioculaciones plisticas en secciones arbitrarias de la estructura
y calculando las cargas correspondientes a lop mecanismos asf oreados.

T T T T T3 I:¥ TECREMA. Bn una estructura dada, sujeta a

un conjunto de cargas P, el valor de P calcu

~— — lado por medio de un mecanismo supuesic es -
T“;:;\TE:I§E§T#:%::T siempre mayor, o a lo sumo igual, & la cargs
ot i_ L% 4 de colapso. o
t = . De manera sniloge & como lo hicimos con -

Fieons &5 el teorema del limite inferior, estudiaremos

ahora algunos ejemplos por medio de los cua=-

les aclararemos el sentido de este segundo teorema.

Ejemplo 6.3, Ia misma viga del ejemplo 6.l (pag. 60)s Para que la es-
tructure se convierta en un mecanisme es necesario que apareszcan tres ar
ticulaciones plésticas; evidentemente, por la sinmetria existente tanto -
en cargas como en geometria, una de las articulaciones apareceri en el
centro del claro, y las obras dos simétricamente colocadas respecto & €1,

En la Figo 6.68 se muestra un meca--

W .
(@) ‘ T T T T T T ‘—E nismo supuesto de colapso, que satisfa-
| L ce las condiciones indicadas en el pd--
[ i rrafo anterior. Aplicando el principio
| wha o ] del trabajo virtual, obtenenmos:
N ol WL1_L o
- 20 o
lve Lis jom ], | 250507 = 4upe S W= LL}-E
n,f"T‘*~\| De acuerdo con el teorema del limite:
S S 4 .
| guperior, el valor de W que acabamos de
(&) ] 1 obtener es mayor o igual que la carga -
. J ' de colapso, We (es, en reslidad, mayor,
s o AT M

pues, como sabemos, We vale l6Mp/L2)o

D " .
Flovma 6o e la observacién del diagrama de mg

mentos de la Fig. 6.6, es evidente que

el mecanismo supuesto no puede ser el real .de colapso, puesto gue se Vvip
la lz condicidén de plasticidad en los dos cuartos laterales de la viga -
{en todas las secciones de esos dos tramos de la viga los momentos fle--

xionantes son mayores que los momentos pléstiecos resistentes, de acuerdo



s TS AT AW e e e

n66-

con el diagrama de momentog corresp

puestole

ondiente &l mecanismo de colapso Bu--

De manera anédloga, la condicién de plasticidad ee gseguird viclando pg

ra cualguier otra posicién de las articulaciones latersles, excepto en ~

el caso en que las hagamos coincidir ocon los apoyos,

mog el mecanismo real de colapsoe

(Bn esta estructura gencills

canismo de colapso, Y& que s8lo pueden aparecer

en los extremos de la viga Yy en el ceniro,

oon lo que obtendre

se sabs desde un principio cual es el me

artioulsciones plésticas

fnicas secciones en que el mo

pento flexionante es méximo, y me necesitan las tres articulaciones para

que la viga se transforme en un mecanismoe )

Ejenplo 6+4. Conpsidersremos ahora la viga mostrada en la Fige

6.7, de

secoidn transversal constante en toda la longitud.

| [P
el bt — = —
= EL

Fiauma, .7

Pueden aparecer articulaciones =
plésticas en cualquiera de los pun-
toa pnumerados del 1 al 4, ¥ paré ==
que la viga falle por colapso plis-
tico basta con que aparezcan 4os de
ellas simulténeamente.

En la figure se han dibujado ini
camente los mecanismos correspoll-=-
dientes a la formacién de una arti-
culacién pléstics en el empotramien
to y la otrs en une de las secciow=
pes intermedias, pero exisien, des-
de luego, otros mecanismos posibles
en dos de las secciones 2, 3 ¥ 4.

Plantearsmos la ecuacién del trz

bajo virtual para ocade uno de estos posibles mecanismo de colapsos

oL 8L QL @ . TMp

I —— —— ———— - —

) P4+2964212=upo+np94up3 S P=5p 2R
oL oL oL R 2Mp

11) P4+2P—2+P—4=3l{p8 ..P=LéPc

1II) P—°4" + 29__021- + PL-:I' = 2Mp0 ¢ Mp3@ S P= 2‘221. 2 Po
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De acuerdo con el teevems del limite superior, los tres valores obte~
ridos para P son iguales © mayores que la cargs de colapso (de hecho, el
mecanismo real de colapso es el II, de manera gque Pom2Mp/L)e

6,6 TEOREMA DE UNICIDAD.

Los dos teoremas que acabamos de ver pueden combinarse para formar un
teorema de unicidad. Bn efecto, de acuerdo con el teoreﬁaidel'linite in=
ferior se sabe que la carga correspondiente e cualquier configuracién'de
momentos esti{tiocamente admisibles y pars la que se satisfega la condiw=--
cién de plasticidad es menor, o a lo sumo iguel, a la carga de oolépﬁo;
por otro lade, el ieorema del 1fmite superior nos indiea que la carga ==
que corresponde & cualquier mecanismo posible es igual o mayor que la de
colapso; por consiguiente, si encontramos una digtridbucién de momentos -
estfticamente admisible y en equilibrio, y tal que los momentos alcancen
el valor Mp en un nfimero de secciones suficiente para que la estructurs
se convierts en un mecanismo, serin aplicables los dos teoremas simulté-
nearente y, por consiguiente, la carga correspondiente a esa distribu---
cidén de momentos serf necesariamente, la carga real de coclapso, de la eg
tructura, ya que éste es el finico valor de la carga qué setisface simul-

tdneamente a ambos teoremas.

TEROREMA, Si para uns estructura dada, sometida a un sistema de cargas
ﬁado, ge puede encontrar cuando menos una distribucién de momenios fle-=
xionantes est{ticamente admisible y que satisfaga la condiocién de plasti
cidad, y tal que el momento flexionante sea igual al momento pléstico re
gigtente de la estructura en un nimero de secciones suficiente para oca-
sionar la ruina de la estructura por formacién de un mecanismo debido &

- las rotacicnes de lae articulaciones plésticas en esas secciones, la ¢ar

ga considerada es la cargs de colapso. ' o

Evidentemente, los signos de los momentos en las rétulas plésticas -=
tienen que coineidir con el sentido de lcs giros que dehen'presentarse -
en ellas durante un pequeiio movimiento del mecanismo de leapsoé‘de no w
ser asf{, aunque aparezca el momento Mp en un nﬁﬁoro de secciones Bufi——-
cients pars convertir & la estructurs en wn mﬁcanismo, éste no sera posi
ble.

Bl interés de este teorema proviene de que permite determinar si un =
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mecanismo dsdo es o WO el de colapso de una estruotura; para ello, basta
con construlr el disgrams de momentos oorrespondientes si M€Mp en tods -
la estructura, el mecanismo considerado es noeosariaiento sl de colapsce

De manera anilogs, Bi se he encontrado un diagrana de pomentos estéti
camente admisible gue satisfaga la condicién de que M=ilp en un nfimero de
secciones suficientes para oconformar un mecanismo de ruina total o par-=-
cial (en el que, ademés, M<Mp en todas las demés seceionea), ese diagrg
ma de momentos corresponde al pecanismo de colapso siempre que, ©OmO di-
jimos antes, los gignos de los momentos en las articulaciones sean COmpPE
tibles con los sentidos de los giros que deben presentarse en ellase

El némero de artiomlacilones plésticas debe ser Gal, Biendo & el grado
de hiperestaticidad de la poreién de la estructura convertide en mecanig

RO

7
METODOS GENERALES DE ANALISIS

7.1 ASPBCTOS GENERALES.

De cada uno de los dog teoremas prineroa'fundanentales se deriva inme
diatamente un método para el andlisis plistico de estructuras. Ademés, =
1s combinacién de escs dos teoremas con el de wieidad permite apliacar
1os métodos de anklisis en una forma més efiociente.

7.2 METODO ESTATICO,

Se baga en el teoremem del limite inferior. El cbjetivo consiste en en
contrar un diagrama de momentos estiticanente admigible en el cual no se
sobrepase el valor del momento pléstico repistente en ninguna peccién --
{Mglip) y, &l mismo tiempo, se alocance el valor Mp en un ndmero suficien-
te de secciones pars gque la estructura en conjunto, o una parte de ella,
ge convierta en un mecanismo con articulaciones pldsticas, con lo cual -
se cumplirén las tres ocondisiones necesarias parsa qgue la distribucién de
momentos oonaiderada corresponda a le cargs de colapso pléstico de la e3
tructura.

Es decir, en este método se parte de una configurecién est{ticamente
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admisible (correspondiente a un esiado de equilibrio con las cargas exte
riores), la cusl se ajusta de menera de satisfacer simultineamente la ==
condicién de mecanismo, sin gue en ninguna seceién se sobrepase el valor
del momento pléstico.

El método estfitico puede aplicarse en forma seni-grifica y en forma 2
nalftica. Bn su primera forma es muy apropiado para el andlisie de vigas
cont{nuas, y puede utilizarse vemtajosamente también en marcos sencillos;
en estiructuras més complicadas su aplicacién se vuelve muy laboriosa, pe
ro en ellas.es, en cambio, muy §til cuando se emples en forme andlitica.

Al utilizar este método de andlisis en la forma peni-gréfioca se sigue
el procedimiento siguiente:

1. Se escogen las incégnitas hiperestdticsas.

2. Se traze el diagrama de momentos de la sgtructura isostdtioca obte-
nida al eliminar de la estructura dads las restricciones correspon
dientes a los elementos hiperestdticos escogldos.

3. Se traza el diagranma correctivo, correspondients a los elenmentos =
hiperestéticos.

4. Se obtiene el diagrams real de momentos flexionantes superponiendo
el correctivo sobre el isostfiico y se regula el valor de las in--
cégnitas hiperestéticas de manera que se tenga M=Mp en un nfimero -
de secoiones puficienie para que se forme un mecenismo.

S, Se hace un croquis del mecaniemo y se comprueba gque los momentos -
en las pecciones en gue se formen articulaciones plédsticas tengan
los mismos Bignos que las rotsciones en esas articulaciones.

6o Se caloula el valor de la carga de aolapso resolviendo una eCUBwmm

. cién de equilibrio.

7. Se compruebs que M<Mp en todas secciones.

Resolveremos a continuacién unce ejemplos utilizando el nétodo estdti
co semimgréfico para la determinacidén de la carga de colapso de varias =

egtructuras sencillas,

Ejempio Tsl. Viga empoirada en ambos extremos, de longitud L y momen-
to pléstico resistente constante, sometida a la aoccién de una carge uni=-
formemente repartida W,

Resolveremos este primer ejemplo sigulendo paso & paso el procedinmien

%o indicado arriba.
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1, Bscogemos como incdgnitas hiperestdticas los momentos en los extre

mos de la viga.

L 1. |
I I
.“—1 F - lfub | S I‘iiﬂ

L..b.l ("’) Mizid,
:Ila&a
PN =
.J:EE%F;&A
(=2 v M

tel “‘W)
S

Freoma. 7.\

2+ Trazanos el diagrams de mo=

nentos de la eptructurs isostdti-
ea obtenids al eliminar las res--
tricciones en los apoyos que dan
lugar a la aparicién de los momen
toa en ellos; evidentemenﬁe, esa
estructura es una vigs libremente
apoyada en ambos extremos, cuyo «
diagrans de momentos se muestra -
en la Fig. T.la.
3, Los momentos flexioantes cg
rrectivos son constantes a lo lar
go del eje de la viga, ya que, ==
por simetrfa, los momentos de em=
potraniento en ambos extremos son
iguales entre sf (Fig. T.1lb).

4, Obtenemos el diagrama real
de momentos (Fige. T.lc) superpo--
niende el corrective sobre el i«-
sostdtico, y les damos & las ine-
cbégnitas hiperestdticas los valo-
res necesarios para que se alcan-
ce el momento Mp en un nfimeroc de

sscciones suficiente para que la

vige se convierta en un mecanismo, lo que se logra igualando 108 momen--

tos en los extremos y en el centro del olaro y haciéndolos iguales a Mp

‘;Figo 701‘1).

5¢ Bl mecanigmo de colapso es el mostrado en la Fig. 7.lc. Ios signos

indicados en ella corresponden a los momentos flexionantes; puede verse

que ooncuerdan corn los sentidos de las rotaciones en las articulaciones,

6¢ Obtenemos el valor de la carga de colapso de la condieién de que -

el momento isostdtico en el centro del olaro debe ser igual a 2Mp, como

se ve en la Fig, T.ld.

2“9 = '_ceIﬁ aoa
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7. Evidentemente, en el diagramse de momentos correspondiente a la cop
dicién de ocolapeo (Fige T.1d) M es menor o igual a Mp en todas laz sec--

ciones,

Ejemplo Ts2. Vige empoirada en un exiremo y libremente apoyada en el
otro, de longitud L y momento pléstico constante, sometida a la aceibn -
de cargas concentradas en los cuarios del claro, de las magnitudes indi-
cadas en ia FiE.IT,Z. |

Escogenos como ineégnita hipew=

restdtica el momento en el empotrs

| Yo |t L/a Yae | .
= -1%? P e 1 niento y trazamos el diagrema de =
’(’ ;2 = 4 “hf momentos flexionantes isostitico,
: correspondiente & la viga libremen
?:_J,__H %eL te apoyada en ambos extremos, obte
or nida suprimiendo la restriccibn -=-
(o) 1 z que origina la aparicién de dicha

Pacrbirs TeowTalics

ineégnita hiperestdtica (Fig.T7.2a).

| =
(b) L correctivo, triangular, con valor

T aGemAMAe CommigcTive

My en el extremo de la izquierda y
nulo en el de la derecha, yagque de

este lado la viga estd libremente

f'_f-’-).' V apoyada,

SOPERAPEBIISN TR b TR AL En la Fig. T.2c estén superpues
L ItaeTaTice Y JommmeTive

tos loe dos diagramas, isostético
¥ correotivo,

Para gque la viga se convierta =

en un mecanismo son necesarias fini

7 Tt =* AL T i‘. .
fsuciouipinlianiions e camente dos articulaciones, es de=

(e &==:-h,___‘*—*_’,;::;=’5 cir, dos secciones en las gue los
I momentoe flexionantes sean iguales

ME calMtivs TR !C..L.sm —
Pl

¥ de magnitud Mp; la distribucién

H

. de momentos correspondiente es la
Fieoma, 7Z.

mogtradas en la Fig. 7.2d, y se obw
tiene girando el diagrama correctivo alrededor del apoyo de la derecha -

hasta igualar el momento en el empotramiento y sl momento méximo positie
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vo en la zona central de la vige.
Obtenemes el valor de la carga de colapso del estudio:de los ﬁomentos

en la seccién 3. En ella, el momento ipogtético vale (3/4)PL y, al migmo
tiempo, debe ser igual & (3/2)¥p. Bs decir:

wp - 2 11>eL R = E2

Ovservando el diagrame de momentos correspondientes & la condicibn de
.¢olapso de la Fige Te2d, se ve inmediztamente gue el momento flexlonante
no es en ninguma seccidn mayor que Mp, ¥ los signos de los momentos cone
cuerdan con los de las rotaciones del mecanismo de falla.

Ejemplo Tede Un marco simple de cabezal bhorizontal, articulado en los

dos apoyos, de las dinensiones y sometido & lag cargas indiocadas en la =

Figo 7.3e

M2

A % ¢ T ¥ I )
' " - ¥
—_— I |
(e E £ i
|
| l
(N

Fileoumd, 75
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Bscogemos como incdégnita hiperestitica la reaccidén horizontal en el a
poyc de la derecha; por consiguiente, la estruoctura isostética es la in-
dicada en la Fig, 7.3b, consistenbe en un marcoe articulado en A y libre-
mente apoyado en F (condicién de apoyo que se obtiene al suprimir la res
triccidn que impide los movimientos horizontales, que es la que ocasiona
la aparieién de la reacoién horizontal H), '

La superposicidén de las estructuras mostradas en la Fig, 7.3, b y c,
nog reproducs la estructura original; por consiguiente, obtendremos el -
disgrama de momentos flexionantes de ésta, superponiendo el isostdtico -
con el correctivo, y encontraremos la condicién de colapso superponiendo
los dos diagramas y dédndole a H un valor tal que apareaca el momento Mp
en un niimero de secciones suficiente para que la estructura se convierta
en un mecaniamo.

Bh las Figas. T.3d, e y £, se muesiran los tres diagramas de momentos,
ipostditico, corrective y superpuesto, &ste con los valores de los momen-
tos correctivos necesarios para que se formen en el marco las dos articu
laciones plésticas que hacen falta para la formacién del mecanismo de co
lapsoc.

Por comodidad, los diagramas se han trazado tomando como base una l1ll-
nea recta horizontal, obtenida desarrollando el marco.

Ubtenemos la carga de colapeo del estudio del diagrama de momentos de
la Fig, T.5f3 en la seccién B:

Bl diagrama de colapso se muestra en la Fig. 7.3g. Puede verse gue ==
los sentidos de los giros en las articulaciones plésticas coinciden con

los signos de los momentos en las seccionee correspondientes.

7+3 METODO ESTATICO ANALITICO
(DISTRIBUCION PLASTICA DE MOMENTOS),

Queremos determinar el valor de la carga de colapso de la viga de la
Fige Ted4y utilizando el método estdtico (Mp=cte.).

Para ello, escogemoe como elementos hiperestiticos los momentos en —-
los apoyos B y C y trazamos los diagramas de momentos isostdticos ¥ CO~=

rrectivos, mostrados en las Figs. T«4 b y 0. {(Debe hacerse notar que los
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gomentos correctivos en By C pueden tener valores cuaslquiera; el fnico

momento fijo es MA, gue vale necegariamente cero, pues corresponde & un

apoyo extremo libree)

1

I_,,f”T”””’}$A9 I(,

C"‘) APt sA A c:mc.-r wo

|

o Tt |
|
|

(E\ MECAHISMS PE Colapeoe

rieomd 74
L.

Bstudiemos primeroc la po
pibilidad de que la viga fa
1le por colapso plédstico -
del tramo BC3; pars ello, es
necesgsario que aparezcah en
este tramo tres articulacig
nes plésticas, condicién a
la que corresponde el dia--
grama de momentos flexionan
To4d (dos de

las articulaciones plésti~-

tes de la Fig.

cap se presentan en los ex-
tremos del tramo ¥ la terce
ra en un punto cualguiera =
del tercio central), En e--
gas condiciones, itenemoss:

BL . p_ 4k
2 =2HP_..' P— L

Observando el diagrama -

de momentos de la viga con=
pleta (Fig. T.4d) vemos que
pe sobrepass el valor de Mp
en una amplie zona del prie
mer tramo, AL, de.manera -
que la configuracién de mo-
nentos supusesis RO COrres--
ponde &l colapso de la es-=
tructura.

Es evidente que 1a-viga

no fallar{ por colapso del tramo BC, ya que es imposible encontrar una -

distribucidn de momentos en €l para la que se cumpla la condicibén de me-

carnismo sin que se viole la de plasticidad.

El tramo que falla en realidad es el de la izquierda, siendo la dis=-



-5 -

tribucién de momentos de colapso la indicads en la Fig. T.4e, ya que en

ella se ocumplen simulifneamente las tres condiciones de equilibrio, mecs
nismo y plasticidad, giempre que el momento flexionanie sea menor 0 i---
gual que Mp en todos los puntos de BEC,

la carga de coclapso vales
PcL - 1.5np ... Pc =

En el tramo de la derecha, BC, se han trazado varios posibles diagra-
mas correctivos; todos ellos son tramos de recta y pasan por el punto D,
pero pueden tener uns inclinacién cualquiera, De hecho, no sabemos cusl
es el diagrame real de momentos existente en ese tramo cuando se produce
el colanso de la viga, pero ésto no tiene importancia en la determina---
cidén de la carga de fella, ya que, de acuerdo con el tecrema de unicidad
nos basta con encontrar un diagrama para el que se cumplan simultineamen
te las condiciones de equilibrio, mecanismo y plasticidad, sea ¢ no el =-
real,

Por consiguiente, &1 trazar cualquier disgrama correctivo que puse --
por D y para el que M€Mp en todo el tramo BC, gqueda demostrado que el me
canismo de colapso es el de la Fige. Te4f y la carga de colapso la calcu-
leda arriba.

El problems que acabamos de resolver grificamente puede ser resuelto

tanbién analfticamente, empleando el método de digtribucién piléstics de

momentos, al que se le ha dado ese nombre por itemer semejanza con el métg
do de Cross de distribucidén de momentos en el rango elédstico,

Al utilizar este método partiremos de una configuracién de momentos =
cualquiera, pero que correspondas a estados de equilibrio entre las car--
gas exteriores y las barras que componen.la estructura, supuestas aisla=-
dad, y modificaremcoe posterlormente esos momentos hasta lograr el equili
brio en los nudos, sin deshacer el de cortantes obtenido desde un princi
pio; enseguida iremos modificando los momentos en una serie de ciclos su
cesivos, cuidando de no destruir las condiciones de equilibrio, hasta lo
grar que aparezoa el momento Mp en el némero de secciones necesario para
gque se patisfaga la ocondicidén de mecanismo,

Al eplicar este método a la viga continua de la Fig, 7.4 vamos, sil-=
plemente, a mover el diagrama correctico en forma analftica, en vez de -

grifica, hasta encontrar la distribucién de momentoe correspondiente al
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colapso. Sy AP
El diagrams correctivo de una barra que forme parte de una estructura
reticular es siempre una linea recta, pero puede tener une inclinacién -
cualquiera, compatible ocon las condiciones de &poyo de la barra (en pie-
288 intermedias los momentos correctivos en los exiremos pueden tener, -
en general, ocualquier valor; en lcs apoyos extericres libres o articula=-
dos de elementos extremos el momento valdré gero); por consiguients, al
buscar el diasgrama de momentos de colapeo podemos variar lsa iqcl;nacién
del diagraﬁa correctivo de cualgquier manera, siempfe que séa compatihle
cdn laa.condicionea existentes en los extremos de la barrea. | |
En la Fig. T+5 se indicen algunas formas de diagramas correctivos; dé
be hacerse notar que a partir de ellos puede obtenerse cualquier diagra=
ma correctivo poeible, superponiéndolos adecuadamente y déndoles los va=
lores necesarioe, positivos o negativos, a los momentos extremos M.
En la aplicacién analftica del mé
y:{w —IlA todo que estamos discutiendo utiliza
remos la convencién de signos siéﬁi-

“:___fﬁ~“55“‘““‘-5~““5~ ente: en los extremos de la pleza --
trabajaremos con momentos de barra -

sobre apoyo (Bsh) y los considerare=

M mos positivos cuando tiendan a produ

. cir un giro en el sentide del mdvi--
;I_[‘~\\\\g\\; miento de las maneéil;as del reloj;
) en la zona central de la barra serén
‘\\\‘\\\\\\J BA positivos los momentos flexionantes
Y

tiouma 75 (de izquierda sobre defecha)_ cuando

actfien en el sentido indicado arriba.
Bata convencién de signos se resy

me en la Fig. T.6.

Y z " W Bn las Fi Bln 79 «5 se illlues;-;

H— - g8- ToT ¥ 1.5 8¢ met

+ ¥ tran las modificaciones que experi--
Tiovma 76 mentan los momentos en los exfremos

¥ bajo las cargas de dos vigas, la primera sometida = una carga concen-;
trads en el centro y la segunda en los tercios del claro, cuando sus dia
gramas isostdticos se corrigen de las cuatro maneras indicadas en la ---

Fige 7<5. Bn las partes inferiores de esas figuras estdn tabulados los -
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valores numéricos de esas'modificaciones, correspondientes a momentos ex
tremos unitarios.

S3i a una distribucién de momentos dada correspondiente a un estado de
equilibrio le superponemos momentos correctivos cuyos valores guarden --
las relaciones indicadas en ocualquiera de los renglones de las tablas de
1a8 Figs. 7«7 ¥ T8 se obtendrd una nueva distribucién en la que, eviden
temente, se seguirdn satisfaciendo las condiciones de equilibrio.

Para vigas sometidas a otras formas de carga pueden obtenerse tablas

de operaciones semejantes a éstas.

Lim | th Fi

.

L/z . iz

la
%

1

T¥

" s

+‘- o'\\l H g "'1;5 N

+r g -1 +i_ -1\ =~ -1
4+ - = +1 ~ s —'s @

i -z -\ = —ifm -2/ d
* < + 1 + 3 —'s e +

Fleumas 77 Fleuma 7.8



- 78 -

- Por consiguiente, al utilizar el método de distridueidn plédstica de -
momentos partiremos de diagramas correspondientes a estados de equili--=-
~brio de- las barras que compongan la estructura, consideradas aisladas, y
los modificaremos posteriormente, utiligando iablap de operaciones seme-
jantes & las de las Figes, 7.7 ¥ 7.8, hasta obiener uns distribucién de -
momentos para toda la estructura que satisfagse las condiciones de colap=-
80, N
‘Mplicaremos el método a la viga contfinus de la Fige 7.4. Tomaremos cg
mo configuracién de momentos en eguilibrio de partida los momentos isos-
téticos de los dos tramoe que componen la viga,

Como finicamente pueden aparecer articulaciones plésticas en los extre
moe de los tramos (excepto en el A, en el gue hay un apoyo libre) y bajo
las cargas, sélamente nos interesarédn los valores de los momentos en ew-
sae secciones,

Epnpezamos a resolver del problema anotado los valores de los monentos
isostd{ticos en las secciones indicadas arribe (los que corresponden con

el diagrama isostdtico de ls Fig. 7.4b), en el renglén I de la Fig, T.9.

A = B E * <
r— ¥ A v d .
T ! o +PL o | < +OSPL  +ospL =~
T lg, ~QA2BPL -gzuapPl |rozs - TSP -o.z_sﬂ- —ezsPL I
x o +O.BI5F, —O.Z6Fk ]-t-c.zsﬂ. +o.28rk arsPl -0Z5R-
-] | l
Tt o +FL o o +onfl +asSp
~
< 10,07 PL. ~0LTPL | +OGTPE —CATPL -—a.i7fL -—o.c-Tﬂ-‘

|

<
= -0 BEFL ~Q.¢7 Py |+o.c.1rL -0.0TPL  ~0.6T - . ..o.c-m.‘
P
l

I

—=QATEL

lesp.

) DisTrieuciBa DE IMowadTos CORMESPOMDIENTE AN mEacisn V|

I
, -

la‘\/n __ ¥

(b) Mecanioms or Colapues

Fleoma 7.2
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Tratemos de buscar un mecanismo de falla en el tramo BC; para que se
presentase ser{s necesario que los momentios en B, E, FyC fueseﬁ igua=--
les en valor absoluto, los tres primeros positives y el dltimo negativo;
logramos esta condicién introduciendo, de acuerdo con el primer renglén
de la table de la Pig. 7.8, los momentos del renglén II; al hacerlo se =
desequilibra el nudo B, por lo que introducimos en él, del lado izquier-
do, un momento de -0,25FL, a2l que corresponde un momento igual a =0,125~
PL en la seccién D, de acuerdo con el tercer renglén de la tabla de la -~
Fige TeTo

Sumsndo los renglones I y II obienemos los momentos indicados en el -
III; para que correspondan al colapso del tramo BC es necesario que el -
nomento pléstico de la viga valga 0.25PL, con lo que aparecerfan las ar-
ticulaciones pldsticas necesarias, pero el momento en D (0.875PL) es na=
yor que Mp, luego esta distribucién de momentos no es posible, |

Veamos ahora si falla el tramo AB. Partimos de la misme distribucién
de momentoe (renglém I} e introducimos momentos correctivos (renglén IV)
tales que se igualen los valores en las secciones Dy B, con los signos
adecuados, lo gue logramda utilizendo el tercer renglén de la tabla de =
1a Pige. 7T.Ts obtenemos asi una digtribucién de momentos en el tramo AB -
(renglén V) que serd la de oolapso si pare Mp=0.,67PL logramos encontrar
une distribuciém en el tramo BC en la que no se viole la condicién de -
’plasticidad, lo ocual se logra fécilmente introduciendb en B el nonento =
de 0,6TPL necesario para equilibrar el apoyo ¥y utilizando, por ejemplo,
el primer renglén de la tabla de la Fig, 7.8, (Nétese que pueden oblener
se otras distribuciones admisibles en BC, por ejemplo, utilizando el se-
gundo renglén de esa misma tablas )

Obtenemos asi la dimtribuoién de momentos del renglén V, a la que o0=
rresponde el diagrama de momentos &); ésta serd la oondiciém de colapso
siempre gue el momento pléstico resistemte de la viga sea tal que se for

men articulaciones pléeticas en D y B, es decir quet
P Mp

— ° - —
Mp = 0.67PcL .o Pec = 0.670 = l1e5 1

Que es el mismo resultado que el obtenido gréficamente.
A continuacién, apliceremos el método de distribuciém pléstica de mo-

mentos al andlisis de varias estructuras.
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Ejemplo 7.4 Analizar plésticamente el marco rigido de le Fig. 7.10,

Fleumd, 71

La distribucidén de momentos de
partida puede ser cualquiera, con
la condicidn de que tanto en el ca
bezal comoc en las columnas, congi=
derados aislados, corresponda a u-
na condicién de equilibrio, Esto =
implica que ls suma de log nomen=e
tos en los cuatro extremos de las
dos columnas debe valer 10P, valor
gue debe mantenerse constante para
que ss aatisfagan las condiciones

de equilibrio de fuerzas horizonig

gplicando el método de diatribucién de momentos.
2F lbp
) =)
S T Ban, "
MP, = Ty, S,
P
b Fotee
! J=1T'" ]
r (a) L
+o. LAV e LHYP —ln 2P
+2.5%P +zZ.% P
—8.7%p +3.958 ¢
—6.z57 +e.2% P
+tz.ep 2.5 P
Fz. 57 +2.5 P
te.ow L&) rs.op

les; cumpliéndose ese requisito, -
los momentos ern los extremos de -
las columnas pueden tener cual-we-
quier valor,

Iniciaremos nuestros céflculos -
con una distribuoién de nmomentos -
en sl cabezal correspondiente a la
formacién de un mecanismo.en €1 y
con aomentos iguales en los extre-
mos de lap dos columnas, Puesto <w
que el momento isostdtico bajo la

carga vertical vale 12,5P, aplicaw

remos momentos de 6,25P en los extremos y en el centro del cabeszal,: con

los signos adecuados, y de 2,5P en los extremos de las columnas.

Evidentemente, los nudos B y C no estén equilibrio; aplicaremos én -~

las columnas los momentos necesarios para equilibrarlos, tratando, &l ==

mismo tiempo, de no medificar los valores que tenemos en sl cabezal; pa=

ra ello, aplicamos momentos de «8,75P y 3,75P en los extremos superiores

de las columnas y de Z2.5P en los inferiores, con lo que equilibramos los

nudos manteniendoc, al mismo tiempo, tanto el equilibrio de fuerzas hori-

zontales como el del cabezal, Obtenemos asf la distribueidm finel de mo=-

mentos de la Fig, 7.10c: si hacemos Mp=6.25P, esa distribucidn correspon
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derf a la formacién de articulaciones plésticas en B, B y C, mientras -
que los momentos en todas las demés secoiones son menores que Mp; por =--
consiguiente, el mecanismo de colapsc ez el mostrado en la Fig, 7.10c, ¥

la ecuacién que resunelve el problema es:

6+25P = Mp

De aquf obtenemos el valor necesario de Mp, si oconocemos las cargas,
o el de la carga orftica, si el momento pldstico resistente es dato,
Conocido el mecanismo de colapso, podemos comprcbar si hemos llegado

al resultado correcto planteando la ecuacién de igualdad te=ti:

5P50 = 4Mp® S Mp = 242?= 6425P

Ejemplo 7.5« El mismo marco del problems anterior, pero duplicando la
fuerze horizontal mientras la vertical conserva el mismo valor, '

Ahora, los momentos en las columnas deben sumar 20P,.

Partimos de la misma distribucién de momentos en el cabezal que en el
caso anterior y volvemos & distribuir el momento en las columnas en par-
tes igusles en sus extremos.

De nuevo equilibramos los nudos sin modificar los momenitos en el cabe
zal; para ello, aplicamos momentos de =l11.25P y 1.25P en los extremos su
periores de las dos columnas y de 5,0P en los inferiores, de manera gue
la suma sigae eiendo 20P; obtenemos asf una distribucién de momentos que
satisface la condicién de equilibrio y que satisfacerd tambidn la de ==w
plasticidad sl hacemos gque el momento mdximo (lOP, en las bases de las -
columnas) sea igual a Mp., Sin emhargo, ésta no es la distribucidén de mow
mentoe correspondiente al colapso, ya que sdlo aparece Mp en dos secciow
nes, lo que no es suficienie para que se forme un mecanismo,

Debenos, entonces, modificar la distribucién de momentos, disminuyene
do los de las bases de las columnas; para ello, aplicamos sn esas secclipo
nes momentos de =2,5P, gque esquilibramos con 3,75P en el extremo superior
de la columna izquierda y de 1l.25P en el de la derecha; estos momentos =

- desequilibran los nudos, lc que nos obliga & aplicar otroe, iguales y de
signo contrarios, en los extremos del cabezal, cuyo equilibrio conserva-
mos distribuyendo el momento de la izgquierda segin el segundo renglén de
la tabla de operasciones de la Fige 7.7 y el de la dereche segin el terce

IT'Qe
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P, Obtenemos asi una distribucién
de momentos que cumple con la con=
dicién de equilibrio y que cumpli-
ré le de plesticidad si igualamos

nL el momento mé&ximo a Mp, es declr,
- (@) sL 7.5P=Mp.
+ZEOP  +180 teo Observando los valcores finales
= N et _
575 P +iusr s de los momentos vemos que T.5P apg
rtezef +C25F —e.z28 recs en cuatro secciones, nimero -

Mo suficiente pare que se forme un me .

~\.2mp

ZLtaP canismo, que es el de la FigeTollee

+s.75¢ Por consiguiente, el problen& -

— TP

i estd resuelto, y:
oF .y _
reer . 232 Mp = T.5P
+1C.0 +o.op
—z59 _Z.5F Llegamos 2l mismo resultado del
+ TSP ’ ! e ! . m

estudic del mecaniemo de colapsos
4P56 4 5P58 = 6Mp
45 P = 6Mp

De donde obtenemoss

Mp = 7.5 P

FleURA L1

7.4 EL MEBTODO DE IOS MECANISMOS,

De acuerdo con el teorema del limite superior, la’oarga cdrreSpondiegi
te a un mecanigmo supuestc cualquiera es igual o mayor que la carga de -
colapso de la estructura en consideracién; por consiguiente, un métodq -
para determiner la carga de colapso de una estructura consipte en escri-
bif una ecuacién de trabajo para cada unc de log posibles mecanismos de
falia y obtener, por medio de ella, la carga critica correspondientes: la
carga de colapso seré la menor de todas. . _

Este procedimiento, aunque v4lido siempre, es précticamente initil pa
ra estructures complicades, en las que el nimero de mecanismos posibles |
see muy grande,

Sin embargo, puede demostrarse que todos los mecanismos posibles en u.
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nas estruoctura sujeta a un sistema de cargas dado pueden obtenerse combi-
nando, de diversas maneras, un nfinero comparativamente pequefio de meoa--
nismos_independientes, los que se identifican fécilmente para cualguier

estructura. Ademds, una vez conocidos los mecanismos independientes, se

ve que no es necesario investigar todas las combinaciones posibles entre
ellos, ya que la combinacién buscada es aquella a la que corresponde el

valor menor de la carga, y en cualquier caso particular es evidente de «
inmediato que son pocas las combinaciones que requieren investigacién.,

De todos modos, en muchos casos queda la duda de si el mecanismo en--
contrado es realmente el de colapso o si existird algfin otro pars el que
la carga eritica sea atn menor; por este motivo, una vez determinado el
mecanismo que se oree es el de colapso se comprueba si lo es realmente -
determinando le distribucidén de momentos correspondiente y viendo si no
se sobrepasa en ninguna seccién el momento pldstico resistentes si M<Mp
en toda laz estructura, el mecanismo conplderado serf necesariamente el -
de colapso, pues habremos encontrado una distribucién de momentos que sz
tisface simult{neamente las tres condiciones de equilibrioc, mecanismo ¥
plasticidad,

En caso de que el momento flexionanie sea mayor que Mp en alguna sec-
cién de la estructura, el mecanismo estudiado no serd el de colapso, pe-
ro en general bastard con modificarlo ligeramente para encontrarlo.

Puede verse que, & diferencia del método estético, en el que se parte
de una distribucién de momentos que sgtisface las condiciones de equili-
brio y plasticidad y se modifica hasta lograr que se cumpla también la -
de mecanismo, en el método que estemos estudiando se busca, entre todas
las distribuciones de momentos que cumplen las condiciones de equilibrie
y mecanismo, aquella para la que tambidn se satisface la de plasticidad.
Obviamente, por cuslquiera de los dos procedimientos se encuentra la fni
ca digtribucién de momentos que cumple las tres condiciones simultdnea=-=-
mente, es decir, la correspondiente al mecanismo real de colapso.

El primer paso para la aplicacidén del método de los mecanismos a una
estructurs dada oonsiste, por consiguiente, en determinar sus mecanismos
independientes. |

51 la estructura es isostdtica, bastard con que se forme una sola ar-
ticulacién pléstica para que se convierte en un mecanismo; por consigui-

ente, el nimero de mecanismos independientes serd igual al nimerc de sec
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ciones en gue pueden presentarse articulaciones plésticas (éstes pueden
-aparecer en todas las secoiones en gue el momenio sea un néximo, o sea =
en los puntos de aplioacién de cargas concentradas, en los extremos de -
barras que coneoten con un nudo o que eatén empotrados exterlormente y -
an las secciones de fuersa cortante nula en vigas sometidas & carga unie-
forme). |

Veamos el marco de tres articulaciones de la Fig. T.l2a.

|

— —-’ﬁl 2z
@ ()

- rg’.zo

&=

— et

Yicuma. 7 AT~

Exlsten fnicamente dos secciones, 1 y 2, en las que el momento puede
presentar un méxime y en las que, por con51gu1ente, pueden formarse arti
_culaclones plésticas, de manera gue existen dos mecanismos independlen--
tes, dibujados en las figuras ¢ ¥ d. (A pesar de que para que se forme -
el mecanismo de la Fig. T7.l2d son necesarias dos articulaciones pléstln-
cas es preferible conaiderarlo como independiente, correaponalente & la
falla del cabezal como vigs, ya que el de la Fig. 7. 1Ze se obtlene por -
superposicién de los mecanismos ¢ ¥ d.)

Si llamamos "p" al nfimero de posibles art1culaclones plasticas Y "m"

al de mecanismos independientes podemos, pues, egeribirs
o= p

sxpresibén que es vdlida para cualquier estruciura igsostdtica.
Modifiquemos shora las condiciones del marco, eliminando primerd la -
articulacién intermedia y después, sucesivamente, las de los dos Bpoyos,

izquierdo y derecho; al quitarle la primersa articulacién el marco se ---
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vuelve hiperest{tico de primer grado, de segundo al suprimir la interme-
dia y la del apoyo izquierdo y de tercero cuando se quitan las tres arti
culaciones; en cada caso, el nfmeroc de posibles articulaciones plésticas
aumenta en uno, correspondiente a la seccidn en que se suprime la articu
lacidén real (Fig. 7.12, £, g y h).

S5in enmbargo, el nimerc de mecanismos independientes se coﬁserva, en -
todos los cesos, igual a dos, que es la diferencia, constante, enire el
nimero de posibles articulaciones plésticas y el grado de hiperestatici-

dad de la estructura, al que llamaremos G, Por consigulente:
m::puG . (21}

Esta ecuacién, deducida para un caso particular, tiene una vslidez ge
neral, y nos permite determinar fécilmente el nimero de mecanismos inde-
pendientes de una estructura dada, ya que tanto p como G son cantidades
de determinacidn sencilla.

Veamos un ejemplo (Fig, 7.13).

Hay once secciones, numeradas en la Fig. 7.13b, en las que es posible
que aparezcan artioulaciones plésticas, y el grado de hiperestaticidad =

de la estructura es 6; luegot
m=11-6..—..5

Ba decir, existen cinco mecenismos independientes.

Para determinarlos, supongamos que todas las artieulaciones plésticas
se presentan al mosmo tiempo e impongamos sobre la estructura las res---
tricciones, lineales y angulares, necesarias para evitar su colapso, ya
sea total o parcial,

En nuestro ejemplo son necesarias cinco restricciones, cuatro linea--
les y una angular (Fig, T7.l3c)}.

5i iliminamos cualquiera de ellas, la estructura se convierte en un -
mecanismo; por consigulente, el nimeroc de mecanismos independientes es i
gual al nfimero de restricciones, y se pueden determinar ficilmente, ya -
que cada uno de ellos corresponde & la eliminacidn de una de dichas res-
tricciones.

' Los oinco mecanismos independientes se muestran en le Fig, 7.13, d y
h, ¥y puede verse que socn de tres tipos diferentes entre sf: los tres pri

meros corresponden al colapso de una sola vige o columna ds la estructu-
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ra, en la que actde une carga concentrada, y se deben a la formacidn de
articulaciones plidsticas en los extrenos de la pieza y en el punic de a=-
plicecién de ia carge; el cuarto es ocasionado por el desplazamiento la=
teral del marco y el quinte corresponds & una rotacibén del nudo central
del cabezal. 1 l '

€)) (h)

Fieuks  7\5

Por consiguiente, los mecenismos independientes de la estructura en -

- estudic soni

a) Tres mecanismos tipo viga {(reciben este nombre porque son semejan=
tep al mecanismo de colapso de una viga aislada; su nimero eg iw--
gual al nfimerc de cargas concentradas aplicadas en puntos interme-
dios de las barras gue componen la estructurm).

b) Un mecanismo de colapso lateral (los mecanismos de este tipo CoO-—-
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rresponden a loe grados de-libertad de la estructura y su némero -
es, por oconsiguiente, igual al de grados de libertad).

¢) Un mecanismo de nudo (gélo son posibles en nudos donde concurren =

tres o mds barras, de manera que para determinar su nimero en una
estructure cualquiera bastard con contar el nfmero de hudos de ese
tipo que existan en ella).

Ie ecuacién nos permite calcular el nfimero de mecanismos independien-
tes y siguiendo el procedimiento que acabamos de enunciar podemos deter-
minar como es cada uno de ellos. ]

Apliquemos estos resultados a dos nuevos ejemplos (Pige. Te.ld y 7.15),
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En la estructura de la Fig. T.l4 se tiene:
= 20, G =9 ¥ m= 20 -9 =11

Loas once mecanismos independlentes son 3 cuatro t;po v1ga (estén todes
ellos dibujados en la Fig. 7.14b), tres correspondlentes & los tres gra=-
doe de libertad de la estructura (Figs. T.l4c, & y e) y cuatro dg nudo -
{que no aparecen en la figural, ' g

Bn la Fig. 7153

r = 17, G =1 Yy =17 =7 =

Son cinco mecanismos tipo viga, tres correspondientes a los grados de
libertad de la estructura y dos de nudo., En la figura se muestran los -=

tres mecanismos independientes del segundo tipoe.

14 i
—* M= Vi
2 l l ol k3 l
)& [ AT ) i \z

(a I ().

(e (d)

Ticoma 715

Como sabemos, el objeto del método de los mecanismos es snconirar un
mecanismo, independiente o compuesto, tal que, en todos los puntos, =---
Mglp; esta condicidén se cumplirf{ en el mecanismo al que corresponda una
carga orftics menor.

El proceso gque se sigue para determinarlo es el siguiente:
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1. Se localizan todas las articulaciones plésticas posibles y el nfme
roy caracteristioas de los mecanismos independientes.

2+ Se obtiene, aplicando el principio del trabajo virtual, la carga =
Gltima correspondisnte a cada uno de los mecanismos independientes.

3, Se buscan mecanismos combinados que den cargas de colapso mencres
que las corraspondiehtes a loa independienteao Para ello debe hacerse --
que el trabajo exterior sea lo mayor posible y el interior minino, lo ==
que ss consigue haciendo trabejar el mayor nimero posible de fuerzas ex-
teriores y disminuyendo el nimero de articulaciones pléstices. Por este
motivo, los mecanismos ocombinados que se estudien serdn siempre de tal =
naturaleza que en ellos axlsta wn niimero de articulaciones pldsticas me-
nor que la suma de las ‘articulaciones de los mecanismos independientes -
de cuys combinacién tengen origen.

4o Une vez que se ha obtenido un mecanismo que se piensa que sea el -
de colapso, se comprueba que MEMp en todas las secciones, con lo que qug
da demostrado que efectivamente lo es.

5. Si no se cumple la condioidn anterior, se modifica el mecanismo, =
hasta obtensr uno que il la satisfaga.

- Cabe hacer notar gue los mecanismos de nude no se estudian por separg
do, ya que no puesden presentarse aislados, & menos que axistan pares exe=
teriores concentrados en los nudos; sin embargo, s{ deban tenerce en -~-

cuenta al investigar los mecanismos combinados.

7.5 BJEMPLOS DE APLICACION
DEL METODQ DE LOS MECANISHOS.

Bjemplo T,6. Calecular la carga de colapso de la viga continua de la -
Fige Tol6a.

Pueden aparecer articulaciones pléisticas en cuatro secciones (numera=-
das en la Fig. T.16b) y el grado de hiperestaticidad de la estructura es

dos, luego el nfimero de mecanismos independientes es:
=4 w2 =2

Los dos son mecanismoe tipo viga y son los dnicos posibles (en este g
jemplo no existen mecanismos combinados), de manera gue bastard con cal-
cular la carga correspondiente a cada unco de ellos y la menor de las dos

seri la de colapso.
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. l‘.sp Obtendremos essags oargas. &plie--
f_ @ & T 2 inoipio del trabaj
e , Lz i 2oy s j cendo el principio del trabajo --

E L 1 N K virtual.

JT' 1 | Mecanismo I (Fig. Te léc)

L l l5 l | : =.if‘*:--
(&) [ z T % T 4P1%I-' = 2Mp (O + 29). + Up®

Ar L& : :
| & _l ot/ | J, | NStese que la artioculaciédn nde

(@ =<F-4f52 | |
W T mero tres aparece inmediata al a~

[ J;"’ | _ l‘-sFl poyo central .pero e la de.rec‘h‘a'_ dg
(@) g_ [ A W £ste, debidoc a que el momento p¥s

! l ATy S [ tico resistente del segundo tramo’

| 4p=rane/, | I de la vige es menor que el del =

I l z l LSF‘T é'zs'&f prinero.

zpp .Z 4 7

|
| Z/E_Md’ Mecanismo II (Fig. 7.164):
I ‘

1.5 PI(%-LGJ; Mp (@ 4 30)

BL=d4lp & B=4E>rp

Flreoms ZiG le carga mencr eg la COrrespon

diente al mecanismo I, de manera

'que éste es el de colapso y:
_ Mp
Pc = 3.5 L

En este caso no es necesario comprobar si se cumple la condieidn de -
plagticidad (M<Mp en todas las secciones de iz estructiura), puesto que =
hemos eptudiado todos los posibles mecanismos de falla; sin embargo, haw
remos esa comprobacidén, como ilustracién del método a seguir.

Sabemos que en el instante de la falla MEMp en todos los puntos del -
primer tramo de la viga, y para comprobar si esa condicién se cumple o =
no en sl segundo, nos bastard con calcular el momento en la seccién 4.

Parae ello, hemos de hacer una nueva figure (Figo Telbe) en la que 1.n-

dicamos los momentos conocidos, con su sentido e intensidad (en las Bece



- 91 -

ciones en que se forman las articulaciones pidsticas), y las fuerzas ex~
terlores, éstas en funcién de Mp.

EI momento'en 4 1o oalculamos en una forme semi-gréfics, en la fig. -

Tells
Bl momento isostf{tico en el pum

to de aplicacidén de la carga vales

2/3)5(1/3)L _ 105
5-25%‘? 2 g L= 109 Mp

Por consiguiente, el valor del

rpomento final en 4 es:

_F\eus;-. 7 4 _.:_5_]‘ BMP -—il[p(Mp

Puesto que My < Mp, se cumple la condicién de plasticidad.
Bn la Pig. T.16f se muestra el diagrama de momentos flexionantes en -

el instante del colapso.

Ejemplo 7e7. Caloular el valor de P para el gue se produce el colapso
del marco de la Fig. T.l8s.

Bn la Fig. T«18b se muestran todas las posibles articulaciones plésti
cag; nétese que en los nudos B y D se indican en las columnas, ya que cQ
mo su momento pléstico resistente es menor que el de las vigas, serd en

-ellas donde aparezcan,

Zb Bas l l
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Hay djez secciones en gque pueden presentarse articulacidﬁes plﬁsticas-
y el grado de hlperestatlcldad del marco es seils; por consmgulente, exis
ten cuatro mecanismos independientes, de los cuales dos son tipo viga, -
el tercero corresponde al grado de libertad de la sgtructura (falla late
ral) y el otro es un mecanismo de nudoo

En las Fige. T.1l8¢c, d y e aparecen los tree prlmeros mecanismos inde-
pendlentes {como sabemos, el correspondiente al nudo no puede presentar=-
se aislado); aplicando el principilo del trabajo virtual, calculemos las

carges de ooclapso de cada uno de elloss

I, 3B *2.50 = Mp@ + 2lipv3@ P; = 0.93Mp2 Po

/ . . T——
. - e y—ca,
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Lee cargas correspondientes a los mecanismos II ¥ III son muy semejan
tes entre sf, y bastante menores gque la obtenida al estudiar el primeroc;
por consiguiente, 1o.prbbable es que el mecanismo de colapso sea uno de
esos dos u otro obtenido cominafdolos; sin embargo, como ejercicio, estu

diaremos tamhién el mecanismo combinado de I y III, (Figs. T7.18f y ge)
T4 III, 2,5Pe4@ $3P2,50 = Mpe50 ¢ 2Mpe38 . Bg= 0,64 ¥p 2 Po
II 4 III, 2.,5Pe4@ & 4P¢30 = Mp.T6 4 2Mpe38 ' Pyo=0.593Mp> Pe

Como era de esperarse, la combinacién de los mecanismos II y III dio
une carga menor que la obtenida al combinar I y I1I; sin embargo, esg -=
carga es ligeramente mayor que la correspondiente al mecanismo indepen--
diente II,

{rataremos de obtener un valor menor de la carga de colapso combinane
do el mecanismo IIIII con el IV (Fig. 7.18h), al que corresponde la car
ga de colapso siguiente:

2.5 Po4e * 4P.30 - HPOGG + EMP'BQ °0. P‘*W*’ﬂ': 0‘545 Mp = PG

Aparentemente ésta es la carga real de colapso de la esgtructura; sin
enbargo, lo comprobaremos viendo si para ella se satisface o no la condi
¢ién de plasticidead,

En la Fige 7.18i se han dibujado todos los momentos’ conocidos (en las
secciones en que aparecen articulaciones plésticas)} y se han anotado los
valores de las cargas que originarn esas articulaciones plésticas, en fun
cién de Mp; la estructura es lsostética en el instante del colapsoce

sn la Fig, 7.18) se comprueda, utilizando un método grifico, que Lskyp
a lo largo de todo el cabezal, y en la T.l8k se obtiene el valor del no-
mento en sl extremo superior de la columna central necesario pare que el
nudo C esté en eguilibrio; este momento es también menor gue Mp, luego -
se satisface la condicidn de plasticidad en toda la esiructura.

Falta dnicamente chequear el equilibrioc de fuerzas horizontales:
1.3625 Mp o4 = 5,45 Mp

Le suma de momentos en los dos extiremos de las tres columnas es8 5.46=



-94—

MpaS.45Mp. Por lo que queda demosirado que el mecanismo de la Fig. 7.18h
es el de colepso ¥ que las cargae gue ocasionan la ruina de la estructu=
ra son las de 1la Fig. T.18i, correspondientes a Pu-0.545Hp.

Ep el ejemplo anterior la estructura es isostética en el instante del
¢olapso, de manera que puede determinarse si se satisface o no la condi-
cién de plasticidad utilizando finicamente condiciones de squilibrio; ade
més, la distribwoidn de momentos de colapso queda completamente datermi-
nade. . .

No sucede giempre lo mismo, ya que en muchas ocasiones el colapso-es
parcial, es decir, el mecanismo correspondiente abarca ﬁnlcamente ung ==
parte de lg estructura, mientras que el resto sigue siendo hlpereetétlco-
sn estos caS0B no puede obienerse la distribucién de momentos en el co-w
lapso mas que heciendo un estudio eldstico de la estructura en ese ins--
tante, lo que generalmente no se justifica, puesto que para estar segu--
ros de que el mecanismo supuesto es el de colapso nos basta COn ‘encon=-—-
trar una distribucidn de momentos cualquiera para la gque se satisfaga la
condicidn de plasticidad, aungue no sea la real.

Ilustraremos este c¢aso volviendo a estudiar la estructura del ejemplo
anterior, pero sumentando la carge que cobra en la viga CD & 8P, mientras
gue todas lae denfs permanecen iguzles (Fig. 7.1l%a).

Los mecenismos son los mismos que antes, puesto qﬁe;no dependen de ==
las intensidades de las cargas, v &8 todos ellos les corféspondé la nisms
carge critica excepto al II (Fig. 7.1l9b), cuya carga CI!tiG&VSE modificé
al canbiar la intensidad de la fuerza exterior que obra sobre la vzga CDs

Para egte mecanismo tenemos ahora:
8Pe3@ = 2Mp(0 4+ 20) + lp® o P = 0,29Mp > Pc

Esta es, probablemente, la carga de colapso de la estruciura; lo serd
efectivamente si podemcs encontrar unz distribucibén de momentos, corres=
pondiente a elle, para la que M<Mp en todas las secciones.

Los dnicos momentos que conocemos en el instante del colapso son los
encerrados en un marco en la Fig, 7.19c¢; por consiguiente, la estructure
no es isostf{tieca, ya que no sabemos nada respecto a los valores de log -
nomentos existentes en el tablero de la izquierda (ABCF) ni en la base -
de la columna ED,

Trataremos de encontrar una distribucidén de momentos para la gque se -
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satisfaga la condicién de plasticidad utilizendo el nétodo de distribu--
¢ién pléstice de momenios; partimos de los valores conocidos en la viga
CD (los oualea'nO'pﬁeden modificarse) y aplicamos a la BC los correeponw-
dientes a una vige libremente apoyada (cero en los extremos, 1.09 en el

centro).

Bquilibramos el nudo central aplicando un momento de -2.00 & la vige
BC, el que trensmitimos al resto de la vigs como se muestra en la Fig. =~
7.19c. Nos falte @nicamente ahors que se satisfaga la condicién de que -
1a suma de fuerzas horisontales valga cero: para ello, los momentos en =
los extremos de las colunnasmdeban pumar 0,726Mpe4=2,90Mp, lo que se lo=
gre, por ejemplo, aplicando momentos de O.63Mp en las bases de dos colum
nas y de 0,64Mp en la otra. Oblenemos asf una distribucién de monenios =
est{ticamente admisible y para la que H«Mp en todas las secciones de la
estructura, luego el meoanismo moatrado en la Fig. T«.19b es el de colap=
8o, ¥ la carga oritica vale:

Pc = 0929 xp

Ejenmplo T8« Obténgase el valor del momento pléstico resistente Mp ne
ceario para que la sgtructura mositrada en la Fig. 7.20a falle ocuando las
cargas que obran sobre ella alcancen los valores indicados,.

De acuerdo cor el teorema del limite superior, la carga correspondien
te a un mecanismo supuesto es eiempre mayor © igual que la de colapso 0O,
8i se conocen las cargas de ocolapso, como en este caso, el momento plése
tico resistente obtenido por medio de un mecanismo cualquiera, es slem--
pre menor o igual que el momento pléstico necesario. Por oonelgulente, -
de entre todos los mecanizmoa posibles tenemos que encontrar aquel &l ==
gue corresponde el valor méximo de Mp.

En laz estructura en estudio pueden aparecer articulaciones pldeticas
en doce secciones (Fig. T.20%) ¥y su grado de hiperestaticidad es seis, -
Juegot

E=pe=~GG=l2-6=6

Existen seis mecanismos independientes, dos de tipo viga, doe corres-
pondientes a los grados de libertad del marco y doe de nudo; los cuatro
primeros se muestran en las Figs, 7.20c a £, y lag cargas criticas co-==-

rraspondientes sons
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1. 330 = 4Mpl@ oo Mpy = 2.25Ta € Np
24 439 = Blip2® Mpo = 1.50Tag Mp -
3, 2440 = AMpz@ S Mp3 = 2.00Tm< Mp
'4. 2¢40 & 4440 = Blp40. Mpg = 3.,00Tm & Mp

" Bn las Figs. 7.20g s ) se muesiran varios mecanismos combinados; (né=-
tese que los mecanismos 1y j estén designados por 34442 ¥ 3&4-&24-1, pero

an - rea.lida.d oorraspondon a la superposiocién de los mecanismos de viga —
con el 344 con giros en los nudos Cy D, mostrado en h, lo mismo sucede -

gon el meoanismo 1),
3 4 4. 280 4 4.48 = 12 Mp@ o6 Ups 4 = 2,67 Tm< Mp
| . 49 = 2 = <
344 ¢ giros en C y Do 2:80 ¢ 4.46 = 10Mp@ HPBM-\'E 3,2Tm £ Mp
34 4 4 2. 2080 ¢ 4049 4 4470 = 12Mp@® . Kp3*4+2.=.- 3,15Tm £ Mp

344424 1o 2080 4 4040 & 3:30 4 438 = 16Mpe

°F 8¢
Z5m | Z.8m. _i_ Bw. Bur, . 18p -
.5 ’
i = \ — Y — ¢ - .79:__ Mp, &
. o Zirg ,
- Ziap 29
| . | '4‘.. :
& | ey
1A 4F &) 4
L, e wa
C_o\
Sr ‘l"- 87wy ap,li.azup
. zsw QJZﬁa ¥ L -2.00 -_‘m -l-Q-O' . L
i‘i:g S @ teoS =
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Durante el desarrollo del problema puede parecer gue éste es el nmeca-
nismo de colapsoy gin enbargo, el trazo del diagrama de momentos de la -
viga CD, correspondiente a la formacién de articulaciones en el centro -
del claro y en el extremo de la derecha pernite ver que el momento en C
es mayor que 2Mp; por consiguiente, puesto que se viola la condicién de
plasticidad; el mecanismo de la Fig. T.20j no es el de colapso,

Eptudiamos ahora el mostrado en la Fig. 7.20L:
MP3+4+1

Bote mecanismo 8l es el real de colapso, ya que para &1 se satisface
la ocondicién de plasticidad (véase las Figs. 7.20m, o ¥y pls

34 44 1 2:80 & 4040 ¢ 336 = 12Mp O = 34417Tm € Mp



BEn la Pig. 7.20p se comprueba que se cumple la cordicién de equilia-=
brioc de sums de fuersas horizontales; en efecto, los momentos:en las oo«
lumnas del segundo nivel deben sumar 2+4=8Ta y los de las columas del =
primei: nivel (2+4)4a=_24h| los momentos encerrados en marcos son Tilos, -
ya que corresponden & secociones en gque aparscsn artioulaciones pléstiicas
y el subraysdo lo es también, pues se ha obtenido del equilibrio del nu~-
do B; los demés valores scn supuestos, pero tales que satisfagan el equi
librio de los nudos Yy al mismo tiempo, sumen las cantidades obtenidas &
rride. | '

El andlisis de uns estructura por el método de los mecaniamos_puedé -
hacerse obteniendoe las scuaciones correspondientes a los mecanismos com-
binsdos por suma de las deducidas pars los independientes, sin necesidad
de dibujar todos los mesanismos posibles; en ocasiones, este procedimien
to algebraico resulta comveniente; lo ilustraremos aplibindolo al proble
na que acabamos de resclver, siguiendo los pasos indicados en la Fige ==
7.20, |

Empezamos por osc:ibir las scuaciones de los mecanismoz independiene-

tes:
Mec. 1. 99 = 4Mp1®8 = Mp, = 2:25Tm £ Mp
- Mac, 2. 12@ = 8!p20 o sz = 1.50Tm < Mp
Mec. 3. 80 = 4np3° ... - HPB = 2.00Tm = Hp
Mec. 4, 240 = ‘anp40 A ¥p, = 3.00Ta € Mp
- Los meeanismos conbinados.sonz
Mec. 3 80 = 4Mp@
uec. 4 2 0'8 8 .
Giroa C y D =2Mp@
) 320 = IOIPO :o h . = 3020 ™m < Hp
Mec, 2 120 = 8Mpe Sedre
Art. en 3 (2 veoces) -4 Mp®
, ' 446 = 14Mp@ ', Mp = 3.15Tn € Mp
Mec. 1 90 = AMp@ 3¢442

Art, en 5 (2 veces) __=2Mp®

Art., en 3 (2 veoces) _ 1 Mp @
418 = 12Mp@ .\ np3+4+1_ = 3,417Ta = Mp -

Obaérveae que al superponer el mecanismo 2 con el 344 debemos restar



el trabajo interior efectuado en la articulacién 3 multiplicado por .4os,
debido & que en ol mecanismo combinado esa artioulacifn desaparece, ¥ eg
taba -en los dos mecanismos originales; lo mismo sucede al superponer el
mecanismo l.

En cambio, al quitar el mecenismo 2 del 3444241, pars obtener el fi=-
nal, sumamos el doble del trabajo en la articulacién 3, que vuelve a apa

recer.

Evidentemente, al emplear el método de los mecanismos en esta forma -
spigue siendo necesario comprobar si se satisface la condicién de plasti-
gidad; no lo hacemos ahora, porque y& chequeamos esa condicién al resol=

ver el problema cembinando 168 mecanismos gréficamente.

7.6 CARGAS UNIFORMEMEN?E DISTRIBUIDAS,

Hasta ahbra hemos estudiado fnicamente estiucturae sometidas a la ac-
cién de cargas conceniradas, en lag cusles qnedan perfectamente deteimié
. nadas las seccionea en que pueden aparecer artioulaciones plésticas, ya
que éstas se presentan sismpre en los puntos de aplicacién de las cargas
(ademés de las correspondientes & extremos de barras, etc. ).

No sucede lo mismo cuando sobre alguno de loz miembros de la estructu
ra obra uns carga uniformemente repartida, ya gue en ese caso no conoce-
mos a priori la seceién en la que el momento flexionanfe es maximo; en e
feoto, el momento varia entre los extremos de la pieza siguiendo una ley
parabdlica y puede presehtar su velor méximo en cuaslquier seccidn,

Por consiguiente, antes de que pueda enconirarse el valor de la cargs
de colapeo de una ‘estructura en la que alguncs de los miembros estén su-
jetos & cargas uniformenmente digtribufdas es necesario determinar la po-
sicifn exacts en que se formen las artioculaciones plésticas que aparez--
oan en elioa,,a menos gue pueda demosirarse que pera el mecanismo de CO=
lapso no se requieren articulaciones en las barras cargadas uniformzemenw
te.

En general, la existencia de cargas digtribufdas da lugar a que'aumeg
te el trabajo numérico necesario para el andlisip pléstico de ﬁna'eétrug
tura, H o

Dos son los procedimientos principales gque se siguen para anallzar esg

t;pcturaa con cargas uniformemente distribufdes; el primero consiste en



sustitufr esas cargas por fuerszas conceniradas equivalentes, mientrags --

que cuando se utilisa el segundo se hacen todos
que las artioulaciones plésticas aparecen en el
oargados uniformemente, y una fez encontrado el
corrigen los resultados obtenidos, moviendo las
siciones correctas,

Cuando se utilizss el primer procedimiento se
dos del lado de la seguridad porque, como puede
el diagrams parabélico continuo correspondiente

los cdloulos suponiendo
centro de los miembros =
mecanismo de colapso Be

articulaciones a sus po=

obtienen siempre results
verse en la Fig. 7T.21l, =

2 la cargas uniforme que=

da siempre inscrito en el diagrama quebrado preoducido por las cargas ocon

centradas estéticamente equivalenies, de manera

nantes reales pon siesmpre menores C©, & lo suno,

W= L

que loe momentos flexio-

iguales a los supuestos.

P T ! —_———
(@)
D25 Pi-
2 o=
e A T /2
. l CIzEPL
J 1 _1.
A D
(b}
7 7z, .
A via | W 16T PA-
N 4 -
4 A
Cen
f'/r. 7 y .
/4 ‘e +ia .
e ' | AZS PA
] T T
a D
(d)
Pl
_WL A vlz
Mol /s s \-f(._JI SALS R
a : o

Freoma oA
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Como es 1égioo, cuanto mayor es el nfimero de fuerzas concentradas BUu=
puestas, nayor es la aproxinacién obtenida, pero aomo & la ves aumenta -
el trabajo nunérioo necesario para resolver un problema dado, dehe bug-n
carse una forma de uuatitucién que, al mismo tiempo que prOporcione la -
precisi&n necesaria, no complique exageradamente el problena.

En general se obtienen buenos resultados gustituyendo la carsa unifor
me por dos o tres ooncentradas, de la manera nostradg'en'la Fig. To2ld ¥
e, ea decir, en el primer caso (Fig. 7.21d) aplicadas en el cuarto i en
los tres ouarton del claro, y en el segundo (Fig. 7. 21e)'aplioa¢aa §n §1
oentro ya un sexto del claro de oada apoyo, 4 .

Resolveremol ‘a continuacién wm ejemplo numérico en el que emﬁléa:emos

los diveraoa procedimientos que pueden utilizarse cuando sobre la estrug

turs obran cargas uniformemente distribufdas.

Bjemplo 7:9. Determinar la carga de colapso de una viga de momento ==
pléstico resistente constante, empotrada en un extremo y libremente apo=

yada en el otro, sobre la gque obra una carga uniformente repartida en to

da su longitud,
Supongamos primero que la articulaw

cidén pléstica intermedia necesaria pa=-

ra la formacién del mecanismo de colap

80 apareoe precisamente en el centro =
del claro (Fig., 7.22); de acuerdo con
esta suposicién obtenemos, aplicando -

el principio del trabajo virtual al me

canisno de la Fig, 7.22b:

P%(0§)=3Hp9 oe P=‘1"2'EM'E"_'PG

Estudiendo el diagrama de momentos

de la Fig, 7.22¢ vemos que la supogi=-=

cién que hemos hecho no es posible, ya

que se viola la condicién de plastici=-

Fleuma, T ZZ

dad en la zona inmediatémente & la de=

recha del centro de la viga; por consiguiente, la cargs que acabamos de
obtener es un poco mayor que Pe, y la articulacién intermedie se formarf
en realidad a la derecha del punito medio de la viga.
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Determinaremos el valor de la carga oritica aplicando el teorema del
limite superior para la determinacién del mecanismo real de falla,

En la Fig. 7.23 hemos supueato ==
que la artioulaciln se forms & una -
distancia =L del extremo empotrado «

— de la viga, y en funcién de esa @is-
ﬁé&;‘fzfg' tancia hemos calculado los valores =

de los fngulos necesarios pars apli-

l car el principio del trabajo virtuals
L = o = : El depcenso promedio de la carga

‘ es OL/2, y el trabajo absorvido en
Floome F.ZZ

las articulaciones pldaticas es:

upo(1 + —1) = upa(5E-=T)

Por consiguiente:

2Up, 2 =,

2- L]
PO -weIT) S PeSCRTG

(22)

Variando el valor de o cambiamos la posicién de la articulacién cen--
treal, con_lb gue obtenemos distintos mecanismos de odlapso; de acuerdo =
con el teorema del lfmite superior el real serd aguel al gue corresponda
el valor mfnimo de P, dado por la Ee. (22).

Obtenemos el valor de = que hace que P sea ninimo igualando a cero la
derivada de P con respecto a «.

n___p_l(.?-“)go 42==y . iﬂ-*)(-l)-(2-°'~)(1-2“)

dq dﬂtm (ﬂ( 9(2)
2
y ﬂ(*-g)z 2 = 0 .'. dﬁ = 2 = 10414

" El1 dnieo eigno posible es el negativo {(ya que si tomdsenos el signo e

positivo obtendriamos un valor de o mayor que uno), luego:

Le posicién real de la articulacidén pldstica intermedia es, pues, le
indicada en la Fig., 7.24a, y la carga criticas puede obtenerse sustituyen
do & por su valor en la Ec. (22) o aplicando el principio del trabajo ==
virtual al mecanismo de la Fig. T.24.

Siguiendo el primer camino obtenemos:
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o, _ 2Mp 2 - 0,586 C2Mp _ Redld  _ j g MEo
Pe = 5° 5758601 < 0.586) - L 0,566X0.414 11.656 7+ .
Utilizando ol segundo (ver Fig. 7.24b):

%p (0,586 OL ) = Mp (1 + 2.4154@)

’} . "
‘ﬁ. aﬁ A os P = 11-656_1%
— ' .

Un segundo procedimientb para -

. e SR o
) sl el odleulo de la carga de colapso

consipte en suponer inicialmente,
como lo hicimoe hace un momento, -

que la articulacién pléstice inter

T (GO r-

‘ media se_forma en el centro del ==
c¢laro, con lo que obtenemos la distribucién de momentos de la Fig.7.22¢;
en seguida, partiemdo de los valores conocidos de lop momentos en el cen
tro y en los extremos de la viga, determinamos la seccién en gque 8¢ pre=
sents el momento méximo, y su valor; igualando el moﬁenio méximo a Mp, -
. obtendremos una distribucién de momentos para la que 8e cumpliré la con=
dicién de plasticidad (pero ne la de mecanismo, pues el momento en el en
potramiento resultar{ ligeramente inferior a Mp), la que nos permltiré -
calcular, de acuerdo con el teorema del 1{mite inferior, un li{mite infe=
‘pior del valor de la carga de ecolapso. Enseguida, movemos la ariicula=——
cién central a la seccién de momento méximo ¥, aplicando el principio =--
del trabajo virtual al meocanismo correspondiente, obtenemos un limite su
~perlor del valor de la carga de colapso: los doB limltes a8l obtenidos -
estardn tan cercanos, en general, que no serd necesario realizar ningin

tanteo adicional (de hecho, el valor de Mp obtenido corriendo la articu-
1ac16n intermedia a la seccidén de momento flexionante méximo puede consi
derarse siempre igual al momento pléstico real).

Para aplicar este método es conveniente deducir expresiones generales
que nos permitan determinar la seccidn en que se presenta el momento né-
ximo y el valor de dste en una viga con carga uniforme, cuando g€ CONO=w~
cen log momentos en el centro del clarc y en sus extremos.

Lo Fig, 725 muestra un miembro tipico, de longitud L, sujetoc a una -
carge uniformemente distribufda cuye intengidad total es P. Log momentos

en los dos extremos y en el centro del claro se han designado, respecti-
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vanente, My, Mp ¥y Mg, y el diagrama de momentoe es parabdlico.
El momento flexionante méximo, -

= % 1 i/i;l s;i ijl—1—4—- Mamax, se presents a una distancia -
I ﬁ: £ ﬁ hed Xo & la isquierds del centro de la

| | viga.
M{I:[’;::: w| o { Puesto que la fuerza cortante es

\ nula en la seccién en que el momen-
N .

X
_mo o flexionante es méximo, el momen=
X ‘

L, 40 M a una distancia X de la gecw«=-

cién donde se presenta el méximo va

le:s
TleuRie 7-Z5

pxe
it::llma.:--ﬁ‘- (23)

Ahora bien, si XaXo-L/2, M=My, ¥y si X=XosL/2, ¥=Mp, luegos
| £ 12 B xo2 12
HIaEax-ZL(on-Xquq4)yMBnlﬁnax-2L(Xo+XOL+4)

Despejando Xo de estas dos ecuaciones obtenemos:

MY - WD

Xo » ¥ 1D (24)

Y haciendo M=Mg cuando X=Xo en la Eoc. {(23)s

, 2
Mmax = Mg + oo o (25)

Por consiguiente, conoccidos My, Mg ¥ M, 1a Bo. (24) nos permite de--
terminar la posicién de la seccién donde se presenta el momento méximo y
la Ec., (25) el valor de &stes

Debe observarse que el andlisis anterior carece de signifiocado si el
vaelor de Xo dado por la Be. (24) es mayor que L/2, ya que en ese caso el
momento flexionante sumentard o digminuiré en forma continua a lo largo
de la vige y no presentard ningfin mdximo entre sus exiremos (ee decir, =
no se formard ninguna articulacidén plédstica en el miembro considerado).

Apliquemos estos resultados 2l problema que estancs estudiando.

De la Fig. T.22¢c vemos que, con la suposicibn de que la articulacién

intermedia se forma en el centro del claro, tenemos los valores siguien=

tes de los momentos:

Mp, . _=Mp -0 _ _Mp
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El signo negativo indica que el momento amdximo se presenta a‘la dere=
cha del cemtro de la viga, como puede verse que sucede en la Fig., T.22c.
Llevamos ahors el valor de Xo a la Ee., (25), teniendo en cuenta que -
el momento en el ceniro del slaro vale Mpi
| w4 S LPZ"“P*%%:%. -
Perc Mp, obtenido de la suposicidn de que la artioulacién se forma en
el centro del claro, vale PL/12, luego:

PL , P22 25PL

Mmax = 75 4 288FL © 288

Igualando aaf. valer con Mp, y despejando P, obtenemos un limite ihfg
rior de Peos '

25PL

’ Mp

Caloulanos shors la oarge correspondiente al mecanisme de colapso con
la articulacién intermedis en la posicién dada por el valor de Xo que &=

cabamos de obtener:

L e PL L
Xo = P """ 12

le distancis del apoyo de la izquierda a la articulacién es :

L L 1
stiz=17 %

Aplicando el principio del trabajo virtual al mecanismo de la Fige ==
T«26 obtenemoss '

(-7— Hp(é + @4 -759-)‘

.ooa P=ll.657!£géPc

Por consiguiente, la carga de colap
s0 estd comprendide entre los limites
siguientess

Fieuma 7ZG

11.52 l‘f € Po € 11,675 -’—;E

Para fines prdcticos no es necesario, en general, obtener une preci--
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sién mayor; ademés, como dijimos antes, 11.65?Hp/L es casi igual al vae-

lor exacto de la carga eritica.
Por fiitimo, resoclveremos el pro=

blema sustituyendo la carga unifore

e Pz
] l memente distribufda por cargas con=-
. centradas, BEn la Fig. T.27 se mueBe
| L | Lfz l L/* ; =z 10 Mp & T.21
r o L tran los velores correspondientes a
s /s P/ . .
l varias maneras distintas de hacer g
g&J y v - ' sa pustitucién.
[ L k. . V=10
= 3% ' =L 54; ’JEF Puede verse que al ir aumentando
Y% Fa Fla el nimero de cargas el valor de Pe
t l 1 l se va acercando a la carga critica
L/q. [/ L/s | v WO Me . )
1. correspondiente & la uniformemente
Fle Ffs ,%5 s  Fla distribufda, pero se conserva siem=
¢ 1 ] I pre abajo de é1, es decir, los re-~
"’!‘5 e ) e Fe= “5%{5 sultados obtenidos estfn siempre --
Lh° the del lado de ls seguridad,

Fleoms, 7.Z7

7.7 MARCOS CON CABEZAL INCLINADO,
(METODO DE LOUS MECANISMOS),

En muchas ocasiones es necesario determinar la cargea de colapso CO---
rrespondiente a un mecanismo formado por cuatro barras, y si algunas de
éstae Bon inclinadas puede complicarse extraordinariamente la determina=
cién geométrica de los desplazamientos y giros de los distintos puntos -
de la estructura utilizando los procedimientos que hemos visto hasta ahp
ra.

Es, pues, conveniente emplear otro método para plantear la ecuacidn -
del principio del trabajo virtual, basado en la determinacién de los cen
troe instanténeos de rotacién de las barras que componen el mecanismo de
colapso, correspondientes a un pequefio movimiento del mismo,

Ilustraremos el procedimiento a segulir por medio de un ejemplo (Fig,
T.28).
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Las articulaciones en A y en B son reales y el maoanismo de colapso -
corresponde & la fornaaién de dos articulaclones pléstlcas en C ¥ D, con
lo que la estructura se convierte en un meocanismo de cuatro barras, AC,
CD, DB y BA, égta dltima fija.

. '-Fleom 7.8

Demos un movimiento virtual a la estruciura, produciendd ura rotacidn
6, de la barra AC alrededor de su centro de rotacién A: el problema es-=-

triba en calecular los trabajos exterior e interior correspondientes a e-

se mecanismo, producidos respectivamente por las fuerzas F; y Fo y por -
los momentoe eiiatentes en las articulacionea plésticas; evidentemente,
para ello necesltamos estudiar la geometfia del movimiento del mecanisma

s barra DB estd dotada también de un movimiento de rotaci&ﬁ; alrede
dor de B, mientras que el movimiento de CD es plano, con centro iﬁS%anﬁé
neo de rotacifn en Ipp, interseccién de las prolongaclones de AC y BD {~-
en efecto, el punto C, por formar parte de AC, tlene que noverse ‘sobre u
na normel & esa reota, y por une razén semejante el desplazamlento de D
es perpendicular & BD; pero C y D son, al mismo tiempo, puntos de la ba-
rra CD, luego el centro instanténeo de rotacién de 4ata tiene que estar
en la interseccién de la prolongacidén de los eaes de AC y BD, para que -
los desplazanientos de C y D sean normales a las reetas que los unen --'
con el centro de rotacidn de dicha barra ). ' '

Podemoe expresar 6, y 83 en funcién de @, y de la geometria de la es=
tructura:
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CG' = OlcE = ‘Z'E-ECD .' o 9 = r-‘m-

IR P R i N

'Veamo-'ahorﬁ oom¢ valuar los trsbujos realizados por las fuerzas Fj ¥y
Fo y 1o pares, sn funoién de los giros y de las dimensiones de la estrug
$uraj pera ello utilizaremos las Figs. T7.29a y b, er las que hemos dibu-
jado, aisladas, las barras AC y CD, respectivamente.

I L

‘ftcnrus 7.z

Observando la Fig. 7.29a vemos Que el trabajo realizado por la fuerza
F; durante la rotscién € vale:

trl = rlOﬁl'CGs.ﬂ = rloeliacosﬂt = Flol.ﬁ ?Fl.ﬁ 01 = "F_l/.l'el

Utilizando 1a Mige Te29h valusmos el trabajo que realiza Fp al girar
la barra CD un &rngulo & alrededor de su centro instanténeo de rotaciéns
tp, = Pp+EE'+Conp = F,e@,IK-Cosp = Fy<TkeCospy = Fp-ILe8 = lp, 1087

Es decir, el trabajo realizsdo Por una fuerza que obra sobre una baee
rra_ dotada de un movimiento de rotaocién, alidarle un giro €, es igual al
pibduoido al multiplicar el iomento'de la fuerza regpecto &l centro de -
rotacién por el dngulo de giro @ (si la barrs estf dotade de un movimien
to plano el resultado es ek%mismo, con respecto al centrq.instantaneo de
rotacién),. | | -

Bvidentemente, cuando sobre la barra actida un par Qe intensidéd/u, el

trabajo que efectiia es:

tp = Mo
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Ejemplo 7.10, Calecular la carga da colapso corr38pondiente al mecanig

ro mostredo en la Fig. T7.30.

El tramo ABC gira alrededor de &, la columna DB alrededor de E y el -
segmento de cabezal CD 4tiene un movimiento plano con centro instanténeo
en Iop, punto de interseccidén de las prolongaciones de las rectas AC y «
ED. | |

. Los trifngulos ABC y ==

Teo : CDIgp son gémejantes, y --

_/Xi’9;°=9 puesto que'BC es igual & -

| IopD tiene también que

ger igual & AB, 0 sHea iww=

gual a L, ¥ CICD iguel & -
AC. Por consiguiente:

EE': QEE = GCD"E—ICD
Pero tambiéns
E = E:-ICD o°| %D =0

Andlogamente se demuess

tre ques

9D = &p =

Flouma T ED El trabajo de las fuer=

zag exteriores vale:
.ts = PLO® 4 2PL@ = 3IPLO

Bl trabajo interior, absorvido en las articulaciones pldsticas, puede

determinarse de cualquiera de las dos maneras siguientes: la primera cop

siste en suponer que en cada artioulacién existen dos momentos, de inten
sidad Mp, y en caleular por separado el trahﬁjo realizadec por cadz uno =
de ellos; la segunds consiste en valuar la rotacién total en cada articu
lacién, como suma de las de las dos barras que concurren en ella, y mul=
tiplicarla porvel aomento pléstico.

Siguiendo sl primer caminos:

= Mp@ 4 Mp@ ¢+ Mp® & MpO & Mp@ + Mp® = 6Mp®
Y de acuerdo con el segundod
ti = MpO & Mp(® + @) ¢ Up(9 + 0) ¢ Mp® = 6UpS
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Igﬁalanos ahora los trabajos exterior e interior:
3PI® = 6Mp® vs P = 2Mp/L

Evidentemente, en este caso senoillo podrianos lleéar al mismc resul=
tado foilmente, sin recurrir a la determinacidn del centro instantdnec
de rotacién, psro en algunas estructuras, entre las cuales es tipico el
marco de dos aguas, la utilizacién del centro instanténeo de rotacién --
permite redueir extrzordinariamente el trabajo numérico necesario para =
caloular la Carga de colapso correspondiente & algunoe de los mecanismos

posibles, como veremos en el siguiente ejemplo.

Bjemplo 7.11. Calcular la carge de colapso del marco de la Fig. T.5l.

Existen siete secciones en las que pueden aparecer articulacioneg ---
plédsticas (marcadas eh la Fig. 7.31a) y el grado de hiperestaticidad de
la estructura es tres, luego hay cuatro mecanismos independientes, dos -

tipo viga y otros dos correépondientes'a los grados de libertad.

Flaumas 7 B)
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Las cargas correspondientes & los mecanismos independientes 1, 2 y 4

se obtienen por los métodos usuales, y valens
1y 2, te =P.33%Cos = P(L/Cos )@«Cos = PLO

tiw4Mp® S, PLO = 4Mp® y Py =Py = 4By pe

L
40 g - * H
502L = 4Mp@ P4=i-EL 2 Po
Para estudiar el mecanismo 3 recurrimos el concepto de centrc instan- 5

téneo de rotacidén; la barra 2-4 gira alrededor de 2, la 6=7 alrededor de
7 ¥ el centro instantdneo de rotacién de 4-6 estd en la interseccidn de
las prolongaciones de 2=4 y T-6.
Hacemos gque la barra 2«4 gire un dngulo ® y queremos determinar lss -
rotaciones de las otras dos.
 De la Fig. T.3lc:

A2a4 2 A4bI; 22 =2L =45 & 24 =41 y 84 =L =1

Tac

2

e Hf:__'
‘:ta——-o.h\-b_"{!— T—L"“'—-E‘f
]z zi4 ME zaed i%?
__.!&_ z. b
CFD

! : -
Freuvra 7Bl couninuactSs )
1
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Por consiguiente, el éngulc de rotacién de 4-6 es el mismo que el de
1-2, 6; ademfs, las distancias de 6 & I y a 7 son iguales, luego también
la columna de la derecha gira un édngulo 8.

En la Fig. 7.31lo hemos marcado los &ngulos de giro totales en ceda ar
tioulaoién, sume de las rotaciones de las dos barras gue ooncurren en e-
llas alrededor de sus respectivos centrog instanténeos.

Podemos ya plantear la3ecuaci6n del prineipio del trabajo virtual:

3,  PLO ¢ PIA = Mp@® 4 Mps20 4 Mpe2@ + Mp® y  2POL = 6Mpé

En la Pig. 7.3le se ha dibujado el mecanismo real de colapso; de nue-
vo calculamos la carga que le corresponde utilizando el concepito de cen-
tro instantédnec de rotacién; el del tramo 3=-6 se encuentra en la inter--

geccibn de las pro;bngaciones de las rectas 1l-3 y T7=6, y estudiando la -

_geometria de la estructura se calculan todos los dngulos de giro partien

do de uno supuasto.
En efecto, démesle el valor ® & la rotacién de la columna 6-7.

18.3 & :’)bI :g % 1) % Y b_l = ;3.'% = %LB% = 7.51!
a

Por conmigulentes

T6 =To 4+ 96 = Te5L ¢ 0,55 = 8.0L

4 - . | 6 2L @
L [ L — —— -—
6 373.861 936 e 936_961=-. 93.[-:4
Siguiendo un caminec anflogo se obtiene la rotacidn en 1, que vale 20.

4
La ecuecién del prineipio del trabajo virtual para el mecanismo de la
Fige Te3le en:

P 8
E.zx.-i-e + PL-%G s PL2 np.i-o + Wp@ + l[po%ﬂ + Mp@

-}POL = 4kp® S P = 2,286 2 = Po

Comc comprobacién de que ésta es, efectivamente, la carga de colapso,
se han calculadeo los momentos en las secciones 2, 4 ¥y 5, los cuales se =
muestran en la Fig. T7.31f; pusde verse gque todos ellos son mencres gue =

¥p (pars caloularlos se obtuvieron primero los valores de las reacclones
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partiendo de los momentos conocidos en las secciones en que se forman ar
ticulaciones plésticas).

Es interesante hacer ver como se obtiene el mecanismo de colapso de -
la Fig. T.3le, partiendo de los independientes. Como se muesira en la --
Flg. 7.32, para obtenerlo es necesario superponer el mecanismo 1l con el
3 y el 4, déndoles & las rotaciones de &stos los valores adecuados pare
que al hacer la superposicidén desaparezcan artioculaciones plésticas. Se
llega,'finalnsnto, &l mecenismo de la Fig. T.32e, que es igual al de la
Fige To3le, con loe valores de los dngulos de giro multiplicados por dos,
lo que no itiene ninguna importancia, ya que las rotaciones pueden tener

valores cualesquiera, oom tal de que sean peguefios.

e
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CONCLUSIONES

Bn la teoris de la plasticidad, en lugar de baparse el disefio en el
nétodo del esfuerzo permisible el problema se aborda oongiderando la =
ndxima carga que puede soportar una estruotura actuando como una uniw=
dad.

Bl procedimiento de disefic pléstico difiere del método convencional
de esfuerzos permisibles en tres aspectos importantes: (a) se usan car
gas fltimes en vez de cargas de servicio, (b) las fuerzas y momentos -
en los miembros sometidos a cargas dltimas se determinan sobre una ba=-
se més realista, que incluye la accién ineldstica, y (c) los miembros
se proporcionan de manera tal que su reesistencia @ltima exceda, o cuan
do menos iguale, a las fuerzas y momenitos producidos por las cargsas ﬂ;
timas.

Aunque el disefic pldstico es un método racional que tiens en cuenta
el comportamiento ineléstico de la estructura, no reemplazarfé a los de
pés métodos de andlisis y dipefio. El método tiene muschas ventajas que
animan a usarlo, pero tieme también algunae limitaciones., Entre las --
ventajas se cuentant (a) posibilidad de determinar la capacidad de so-
brecarge bajo condiciones de oarga sencillas, (b) uso eficiente del na
terial, (o) simplicidad de los cdloulos del anélisis pldstico para ese
tructuras reticulares sencillas, (d) las estructuras estdn sujetas fre
cuentemente a grandes esfuerzos diffciles de predecir, tales como los
ocasionados por asentamiento, montaje, etc., el disefio plédstico previe
ne tales situaciones, permitiendo deformaciones plésticas, y (e) disew
fio de detalles méa econdmicos que reflejan el comportamiento pléstico.

Entre las limitaciones se cuentan:s (a) el disefio pléstico es de es-
caBo valor en el caso de aceros frégiles de alta resiptencia, (b) no =
es afin satisfactorio para los casos en que son problema los esfuerzos
residuales, las concentraciones locales de esfuerzos y los esfuerzos =
por fatiga, as{ como los efectos de las fuerzas cortantes y normales,
el pandeo local y lateral y el efecto del recubrimiento del concreto,
¥y (o) aunque para muchas estructuras indeterminadas, el anfdlisis plés=-
tico es mée simple que el andlisis eldstico, debe tenerse en ocuenta que
les estructuras plistices inestables son més diffciles de dstectar que

las estructuras eldsticas inestables.
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