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CAPITULO |
INTRODUCCION

Es realmente el planimetro, uno de los méas GOtiles vy
bellos instrumentos de la mecanica aplicada y el auxiliar
mas preciado del ingeniero.

Es por esto, que el presente trabajo frata de dar a co
nocer al ingeniero una guia para la construccidn y uso de
un planimetro Hechizo de Varillo de facil confeccion y
maneje, al mismo tiempo que econdmico; con el cual se
pueden medir areas con bastante grado de aproximacién y
en una forma muy practica.

La ideqa de esta investigacidén nacid-por.una inquie=
tud y deseo manifiesto del ingeniero Franciseo Billeb Ve-
la, asesor de esta tesis, el cual me fuera encomendado de
sarrollar . N
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SIGNIFICADO DE LETRAS USADAS EN TESIS

constante del planimetro
superficie planimetrada

longitud del planimetro

constante de escala

escala usada en el dibujo

factor de dilatacién del papel
longitud medida en la observacién
longitud acotada

A yBcon estas letras se designan los polos

promedio aritmético de observaciones

promedio de promedios aritméticos de observaciones

error de observacién individual

observacién individual

error normal

error probable

error temible

nimero de observaciones

constante del error probable para ndmero de okserva-
ciones

constante tedrica

error de medicidn tedrica

error de medicidn real

superficie real

constante practica

desplazamiento promedio de punia medidora en fig.
irregular



CAPITULO I

RESENA HISTORICA DEL PLANIMETRO

2-1, Historia del planimetro:

La idea de un planimetro para medir superficies reco
rriendo su perimetro, parece deberse al matemético J. M.
Hermann, de Baviera, que la concibié en 1814, Nose co
‘noce publlcacnon alguna de Hermann sobre la materia, pe
ro en la memoria de Bauernfeind sobre "Historia del pla-
nimetro” en el afio 1855, se encuentra ia siguiente nota
de Hermann.

"Las dreas de dos tridngulos o de dos paralelogramos
qué tengan la misma base estén enfre si en la misma rela-
cidn ¢que sus respectivas alturas. Supongamos ahora que
se tiene un circulo cuya circunferencia sea igual aunade
‘dichas beses comunes, y que esté unido de cierta manera
‘a’‘otro; de tal modo que cuando este Gltimo girando reco-
rratoda la base, el primero dé una vuelta completa alre-
dedor de su eje, siendo la altura de la figura de que se
trate igual a la unidad. Supongamos luego que la altura
‘de ld figura sea igual a 2 y que el circulo primero dé, en
‘este caso, dos vueltas alrededor de su eje mientres el se-
gundo recorre la base; y por Gltimo, supongamos queelni
mero de vueltas del CIrCUIO aumente proporcionalmente a
“la’altura; en estas condiciones, pudiendo conocer el ni-
‘méro ‘de vueltas que da el circulo, se tiene un dispositivo
‘que de modo mecanico determina el drea de una figura.
-Es decir, que para obtener el drea de las figuras regulares
" éon Una maquina, bastaria hallar el modo deéque las revo Ig
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ciones del circulo cumplieran con las condiciones de los
supuestos anteriores "

Segin Bauernfeind, construyd Hermann, en el afio
1827, un planimetro fundado en esta idea, pero no dice
cémo se resolvid el problema anterior. Es de suponer que
el invento fue conocido por muy poca gente, y cond tiem
po cayd en el olvido mas completo. B

Ef primer planimetro realmente préctico fue el inven
tado en 1827 por el ingeniero suizo Oppikofer. En este
instrumento se encuentra, por primera vez, la ruedecilia
contadora. Unos cuantos afios mds tarde fue construido el
planimetro de Oppikofer, con algunas perfeccionamientos
insignificantes, por el mecdnico Ernst, de Paris. El plani
mefro de Oppikofer no se extendié mucho debido s egin
parece a su escasa precisién.

En el afio 1849 se di6 a conocer el planimetro  de
Wetli, por su inventor, el ingeniero Wetli, de Zurich; es
te planimetro, fundado también en la teoria de Hermann.
En este instrumento, hay también un carrillo que corre so
bre dos guias, pero el cono estd sustituido por un disco y
otras diferencias menores. Este instrumento fue perfeccio
nado mas tarde por el astrénomo Hansen, pero sin intrody
cir en el mismo novedad alguna fundamental. -

Los dos planimetros anteriores, el de Oppikofer y '_.ef
de Wetli, estaban fundados en las propiedades de las coor
denadas rectangulares. :

En el afio 1854, Amsler invents un _plam'metrow fundc_x
do en las propiedades de las coordenadas polares, y ie de

nominS "planimetro polar", este instrumento es el méssen :

cillo de los planimetros de recorrido y fue descrito. do?
afios mas tarde de su invencién, en el libro titulado "So-
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bre la determinacién mecanica del area, del momento es
tético y del momento de inercia de las figuras planas.”

Casi al mismo tiempo, en el afio 1855, el profesor
Miller, de la escuela de Minas de Leoben, expuso el mis
mo principio del planimetro polar, que fue construido por
el mecdanico Starke, de Viena. .

En el afio 1886, el capitidn Dinamarqués Prytz, inven
t6 un planimetro de construccidn extraordinariamente sen
cillo y le denomind planimetro de varilla; este planimetro
muy diferente a los anteriores, relaciona desplqmmlen’ros
con las areas propuestas basandose en el teorema siguien-
te: Cuandoe una recta AB de longitud constantes se muéve
de manera que sus extremos describen dos curvas cerradas
A y B, un punto cualquiera M de dicha recta, engendra
ofra curva P, cuya area guarda una relacidn tambiéncons

tante con las dos dadaes. - -

-

1
X
1
L)
1
!
4
!
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2-2. Desarrollo de la férmula:

Si se tiene una recta de longitud L, que al desplazar
se recorrg una superficie en forma de cono truncado, por
lo que los extremos de la recta estaran recorriendo dos cur
vas cerradas S5 y H, se puede demostrar que:

S=G+H

Figura 2.2

Con las letras S y H no desagmmos solamente las cur
vas recorridas,; sino también las dreas limitadas por las mis
mas; para demostrar la anterior igualdad, se le debe daqr
sigro al movimiento de la recta sobre la superficie barri-
da G, y consideremos como positiva G', la parte de su-
perficie recorrida de 1 a 3, etc, . hasta 6, que cofrespon
de a la parte en que la recta L estd representada de trazo
tleno en figura 2.2 y G*' como negativa a lo parte enque
L esta de trazo cortado; tomando valores absolutos es evi
dente que, S+ G'" =G'+H, perocomo G*' -G'' =G,
resulta que

Lo recta al desplazarse lo puede hacer en 3 formas



diferentes.

2-2-1. Que la recta gire alrededor de su extremo izquier
do.

Figura 2.3

~ Este movimiento se puede dividir en 2 partes, la pri-
mera de L] a 12 en la cualrse mantiene la recta paralela
a si misma, siendo dh-la distancia entre ambas posiciones
y la segunda parte 6 fase del movimiento, de Loa L3, en
la cual la recta gira en dngulo d alrededor de su extre~-
mo de la izquierda, en sentido normal & positivo. Es de-
cir, que la superficie barrida por la recta es lasuma de
un paralelogramo con un sector. CIrcular, por-la cual se
tendra:

12
dG = Ldh +-?dﬂ'

Integrando la ecucm|6n anterror queda:

G = Ljdh+—— jdg
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2-2-2. Desplazamiento paralelo y girar alrededor de su
extremo de la derecha. :

Para este caso, la recta se desplazarg de Lyaly pa
ralelamente a si misma, siendo dh' la distancia entre am=-
bas posiciones y que después gire un angulo df en sentido
positivo alrededor de su extremo de la derecha, para co-
locarse en la posicién L3. En este caso la superficie com
prendida entre L] y L3 es igual a la diferencia entre un
paralelogramo y un sector circular, teniéndose por consi
guiente: ' : -

o - 2
dG = Ldh' - —2-dﬂ

Pero como dh' = dh + Ldff, de donde se ve que estq
ecuaci6n es igual a la anterior. Integréndola resulta:

2
G=Lfdh'-"7j'dg
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2-2-3. Traslacién paralela y girar alrededor de su punto
medio.

dhﬂ

Figura 2.5

Se efectian los dos movimientos: traslacién paralela
de L a L3, en una distancia dh'' y después girando larec
ta L un éngulo d¥ alrededor de su punto medio, de modo
que la ecuacion correspondiente queda

G=L [dn"

En los casos anteriores puede observarse que las su -
perficies S y H pueden quedar sin lazos ni recodos, de mo
do que las distintas posiciones de la recia L dividen la su’
perficie G en fajas perfectamente definidas. Pero tam-
bién en los casos més complicados, es decir, cuando {as
curvas S y H presentan lazos, o se cortan en @, etc., se
obtiene la misma igualdad, si se toman del mismo modo
los signos de cada parte, como sucede para todas las inte
graciones de superficies. B

Si integramos los igualdades presentadas resulta:



S=G+H .
siendo G = L2 = CL

El valor de L26 o su igual CL para valores pequefios
de @, se determina con toda facilidad, pero no sucede lo
mismo con el de la superficie H, y queda aun por cono-
cer el valor del 6rea S, que se compone de un rectangulo
CL y de otra superficie de contorno curvilineoirregular H.
Pero en condiciones normales, se tiene la ventaja de que
la superficie H es mucho méas pequefia que la $ y tanto -
mas pequefia cuanto menores son las dimensiones de Sres-
pecto a la longitud L de la varilla. Es decir, que cuando
S es muy pequefia se puede despreciar el valor de H. Po-
ra seguir un método més exacto y preciso, hay que tener
en cuenta el signo de la superficie H y volviendo q la fér
mula fundemental $ = G + H, deducida de la generacién
de superficie figura 2.2, tenemos que H es positiva cuan-~
do es recorrido en el mismo sentido que S y negativa cuan
do se recorre en sentido confrario. -

De aqui se deduce un procedimiento mejor para deter
minar la superficie S, que consiste en recorrer su contor—
no dos veces con el planimetro colocado en dos- posicio-
nes simétricas respecto al punto de partida; es decir, for-
mando entfre s7 les dos posiciones de la varilla un éngu -
lo de 180°, con el vertice en el punto de arranque del
punzdn y recorriendo ld superficie planimetrada en el mis
mo sentido para las dos posiciones; o bién colocando lg va
rilla en una sola posicién y recorriendo el contorno de la
superficie 2 veces; una en el sentido de las agujos del re
loj y otra, en el sentido contrario. : B

- - B : c C'+cm
Se halla la media aritmética C = 57— de laslon-

gitudes C' y C'' obtenidas y se multiplica esta media por
L, resultando asi, un valor para S mucho més exacto que
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si s6lo se operara con uno de los valores C*' 6 C'*, partien
do del supuesto que las superficies H, sean iguales pres-
cindiendo de sus signos respectivos.

Es decir, que tomaremos como formuta para determi-
nar el area de S la siguiente:

ct+Cc”
S=""'"é——L=Cl.
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CAPITULO 1l

DESCRIPCION DEL PLANIMETRO DE VARILLA

3-1. Descripcién de un planimetro Prytz:

En la figura 3.1 se muestra un plonimetro de Prytz
que consiste en una varilla de longitud L, que tieneen el
extremo izquierdo Len forma de cuchillo, y el de la de-
recha 3, es un punzén; en &l tiene una aleta del cual se
sostiene para su operacién.

hl

UNYERSAD 0 81 ¢ategy DE buaTEMALL

B]BL]OTECA
DEPARTAMENTU DE TESIS-REFEDEMAS
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El manejo y funcionamiento de este planimetro, con-
siste simplemente en recorrer con el punzén el contorno
de la superficie cuya érea se quiére determinar.

3-2. Deseripcién de un planimeiro hechize de varilla:

Es un pequefio instrumento que se puede fabricar fa-

cilmente con un alambre en la forma indicada en la figu-
ra 3.2

|
[0 @®
ElG, .2
o POMNTA MEDIGO P.a
@ PLOMTA TRAZ A GORL
® Al ST A,

~ la varilla puede ser de aproximadamente 29 cm. en
longitud,_la cual se le deja 25 cm. en su parte horizontal .
y dobleces de'2 cm. En los extremos de estos dobleces de-

ben terminar en punta roma, tal que no se rasgue nise fra.
be en el papel; en la parte derecha lleva una gleta que es. . .-

de donde se sostiene con la mano para operar el instru-~ -
mento. La dengitud del planimetro afecta en la determi-
nacién del Grea deseada, pero posteriormente a su fabric
cidn, se deberd calibrar.
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3=3. Calibracién:

Se traza sobre una cartulina u ofro papel, un cuadra
do con lodos de 10 cm. (Grea de 100 cm2) y se dibuja la
diagonal alargandola lo suficiente para que el planimetra
quede sobre la prolongacién. Se marca el centro del cua
drado y se coloca la punta trazadora en él y la medidora
sobre la diegonal prolongada; marcando este punto.

Se recorre todo el perimetro del cuadrade saliendo -
por la diagonal y volviendo al centro después del recorri
do por el mismo lugar, arotande la desviacién del extre—
mo medidor, en milimetros .

Se calcula la corstante del planimeiro, dividiendo
el area circunvalada entre el espacio recorrido, por el
extremo medidor del instrumente.

JPZSI Férmula 3.1

d P = constante propia del planimetro
S =superficie planimetrada
L = longitud del planimetro

=1 G -
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3-4. Comstantes que intervienen en la determinacién del
area:

Para determinar un drea, previamente se deberande-
terminar las constantes siguientes:

3-4=1, Constante del planimetro:
S

Jpzf

Es la relacién que existe entre el rea 100 cms? y la
longitud L del planimetro, como se explicé anteriormente

34-2. Factor de escala:

E 2 .
KE =(To“o‘) Férmula 3.2

KE = cors tante de escala
E = escala usada en el dibujo

Si el plano tiene doble escala:

EH x Ev

KE =30.000

EH = escala horizontal
Ev = escala vertical

El drea requerida sera:
S= (Jpx KEx L) Férmula 3.3
3-4-3. Factor de dilatacién del papel:

En los casos en donde se requiera mayor exactitud,de
be tomarse en cuenta la dilatacién del papel, ya que el
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papel de dibujo experimenta alteraciones o cambia de ta-
mafio o cousa de la humedad y las variaciones endistintos
direcciones no son siempre iguales. Esto puede hacerse
calibrando el planimetro, sobre un cuadrado de Grea co-
nocida del mismo plano y usande el factor calculado.

Analiticamente se puede tambien calcular un factor
adicional, si se mide una longitud acotada, laque  en
ese momento serd una longitud Lm. El factor seré:

2.
FD = (—-L&) Féormula 3.4
FD = factor de dilatacidn

Lm = longitud medida

Lo = longitud acotada

Tomando en cuenia este factor, el & ea requerida se

Fa:

5=cfpx KEx L x FD : Formula 3.5
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CAPITULO IV
INVESTIGACION Y ANALISIS DE RESULTADOS

4-1. Investigacién del nimero conveniente deohservacio
nes en una medicién:

Como primera etapa en la investigacién, se hicieron
varios ensayos sobre un cuadrado (fig. 4.1), para determi
nar ndmero conveniente de observaciones para obtener ma
yor exactitud en una medicién y como resultado de este
andlisis, se determiné que se debe hacer un promedio de
8 observaciones; 4 en el sentido de las agujas del reloj,
y 4, en el sentido contrario para lograr resultados mas
exactos. Es por esto, que en los casos investigados a con
tinuacidn, se usara siempre este nGmero de observaciones
para cada medicion,

4-2. |nvestigacién si el promedio de las observaciones re
corridas en el sentido de las agujas del reloj, es i~
gual al promedic de las observaciones recorridas en

- el sentido contrario: ' '

Para este caso se hicieron las observaciones con ¢l
procedimiento que se explica al inicio de este capitulo,
para lo gual, se investigaron los polos "A* y "B", obte-
niéndose los valores dados en tabla 4.1 que corresponden
a fig. 4.1. Y con estos datos, se calcular promedios pa-
ra analizar fos casos siguientes:

X =X~ ?
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4-2-1. Polo A?

)_—(ﬁ =3.95 cm.
)_(ﬁ =_£_l_.47cm.
XA #XA A

4-2-2, PoloB?

4-2-3, Polo A +B ?
: 2

_ /A +B
X (é“';") =3.27 cm,

X (%) =-3.?4 cm.

)_( (A;—B)(}%i (A;‘B)ﬂ

Como queda demostrado, no se obtienen promedios se
mejantes al recorrer el perimetro del drea medida en” eT
sentido de las agujas del reloj, que en el sentido contra-
rio.

4-3. Investigacidn si es indiferente partir de un-polo cual
quiera .

polo A=poloB ?
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Polo A =4.21 cm.
Polo B = 2.81 em.
Polo "A" # Polo 8

Como queda demostrado no se debe partir de cual-
quier polo ni fampoco estos Gltimos resultados que repre-
sentan el desplazamiento promedio de pola A 6 de polo
B, multiplicado por la longitud del planimetro, que es la
férmula del &rea demostrada en pag. 9, nos determinan
el érea propuesta. En cambio, si analizamos el promedio
de los desplazamientos promedios de poio "A" y "B", po-
demos notar que este resultado multiplicado por la longi-
tud del planimetro, se acerca bastante al drea requerida,
como a continuacidn se demuestra.

XA +XB_

?
2

421281351 on -,

El drea propuesta, serd este resultado multiplicado -
por la longitud del planimetro.

A=Lxd

A =30 x 3.5]
A =105.30 cm?
Error 5%

De este resultado se puede deducir que se debe partir
de un punto medio, encontrandose en la investigacién,
que se logra mayor exactitud, si el punto medio es el cen
tro de la diagonal. -

De las anteriores investigaciones podemos concluir,



20

a) Que con un planimetro de varilla, no se debe re~
correr el perimetro del Grea propuesta partiendo de cual-
quier polo, '

b) Que no se debe hacer el recorrido del perimetro
en un solo sentido.

c) Que se debe partir siempre del centro de la diago
nal. -



()
e

a
Figura 4.1
SENTIDO DE N®
RrEcORRIDO | sas. POLO A POLO B
’ 8IS aw.Tm- 25.9 . ™.
& 39. 2 - Z&. {4
m 3 20-0 FX
-+ Go. O . 257
2 | 3950w | 260w
’ A 3L O
m M +5. 2 370
3 P& Z g8
+ -y} 29.9
X G FE | JOEE
Y PR p——

Cuadro 4.1




4-4. Error de conformacidn:

Partiendo del polc "C", punto medio de la diagonal
de un recténgulo, determinar hasta qué relacién de largo
a ancho se cumple la férmula y comparar este resu | tado
con el desplazamiento promedio al partir de polo A y po-
lo B, . :

En los resultados correspondientes a este caso, el e-
rror de superficie que se comete en {a medicidén, aproxi-
madamente permanecié constante cuando a €3b y en el
capitulo V, pag. 57, se demuestra que la formula no se
cumple cuando a = 3b; por lo consiguiente, cuando las
areas medidas no llenen esta condicidn, se deberafraccio
nar hasta que se cumpla dicha condicién y emplear para
cada drea parcial el procedimiento descrito en pag. 62.

A continuacién, se analizan los resultados obtenidos
en pag. 41 para determinar el error de conformacién.,

Determinar si partiendo de polo "C" se obtiene el pré_
medio de polo "A" y polo "B"

4-4-1, Cuandoa=b - Figura 4.2
POIO IIC“ ) -x_- — 3.47
A+B
2

polos X =3.53

3.47 a2 3.53

A+B
2
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Area =°(Px L
Area = 3,47 x 30
Area = 103.1 cm?

Error 3,.1%

4~4=2. Cuando b = 2q

PO Io IICII

A+B

polos

69.00 # 73.78

‘C#A+B
2

“Area = Jdpx L
Area = 6.9 x 30
Area = 207 .00 cm?

Error 3.5%

4-4-3, Cuande b = 3a

. POIO .llcll

losA+B
Po 2

103,75 # 116.45

Areq=Jpx L
Area = 10.37 x 30
Area = 311.25 cm?

Figura 4.3
X = 69.00
X =73.78

Figura 4.4
X =103.75
X =116.45



Error 3.75%

4-4=4, Cuando b = 4q Figura 4.5
polo "C" X = 144.62
poiosA;B X = 170.16

144,62 #170,16

Area = 14,46 x 30
Area = 433 .80 ecm?

Error 8.45%

De los resultados anteriores podemos deducir lo si~-
guiente:

a) Que cuando a = b, se obtiene el promedio de po-
lo "A" y polo "B", para los otros casos presentados no se
cumple esta condicidn.

b) Que partiendo de! polo "C", el producto del des~
plazamiento encontrado por la longitud del planimetro nos
da resultados més exactos.

¢) Que partiendo del polo "C", se ahorran las obser
vaciones de un polo.

d) Que el error de superficie que se comete, aproxi-
madamente permanece constante cuando a = 3b
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45, Investigacién de la precisién del planfmetro usado:

En esta tesis con el fin de determinar la precisién de
un planimetro de varilla, se hicieron 208 observaciones —
que corresponden a 26 mediciones de 8 observaciones ca-
da medicién, las cuales estan separadas por una lineamés
fuerte en la tabulacidn presentada en paginas siguientes,
que corresponden a fig. 4.2,

Los resultados obtenidos para este case  investigado,

. -k Ll
se analizan en el capitulo V que corresponde al céalculo
de los errores.
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N° | OBSERVACIONES | v =X-V RS
1 35.00 mm -1.52 2.3104
2 34.30 -0.82 0.6724
3 35.00 - 1,52 2.3104
4 34.30 -0.82 0.6724
5 31.50 + 1,98 3.9204
) 31.70 +1.78 3.1684
7 33.50 -0.02 0.0004
8 31.70 +1.78 3.1684
9 34,40 -0.92 0.8464

10 35.00 -1.52 | 2.3104
Ti 35.10 - 1.62 2.6244
2 35.10 = 1.62 2.6244
i3 33.50 = 0,02 0.0004
T4 33,50 -0.02 0.0004
15 37.50 +1.98 3.5204
16 33.50 - 0.02 0.0004
T7 ~34.10 - 0.62 0.3844
18 3470 - 0.62 0.3844
19 34,70 - 0.62 0.3544
20 34.90 -1.42 2.0164
21 32.30 +1.18 1.3924
22 33.50 -0.02 0.0004
23 ~32.30 + 1,18 1.3924
24 32.50 +0.98 0.9604
25 35.00 - 1.52 2.3104
76 35.00 -1.52 2.3104
27 35.00 - 1.52 Z.3104
28 34.80 -1.32 T.7424
29 32.50 +0.98 0.9604
30 32.30 +1.18 1.3924
31 32.50 +0.98 0.9604
32 33.10 + 0.38 0.1444




33 34.50 -1,02 T.0404
34 34.30 - 0.82 0.6724
35 34,30 -0.82 0.6724
35 34.30 -0.82 0.6724
37 31.90 + 1.58 2 4964
38 31.90 + 1,58 2 .4964
39 37.90 ¥ 1.58 2 4964
40 37.%0 ¥ 1.58 2.4964
73 34,30 - 0,82 0.6724
42 34.30 -0.82 0,6724
43 34.30 -0.82 | 0.6724
44 35.60 - 1.62 2.6244
45 32.00 + 1,48 2.1504
46 31.90 + 1,58 2. 4984
47 32.00 +1.48 2.1904
43 31.90 ¥ 1.58 2 . 4954
49 34.30 - 0.82 0.6724
50 34,30 -0.82 0.6724
5] 34,30 -0.82 0.6724
52 34,30 -0.82 | 0.6724
53 32.60 + 0.88 0.7744
54 33.10 +0.38 0.1444
55 33,20 +0.28 0.0784
58 33.20 +0.28 | 0.0784
57 34,80 - 1.32 1.7424
58 34,80 -1.32 T.7424
59 34,20 -0.72 0.5184
&0 34.20 -0.72 0.5184
&1 32.90 +0.58 | 0.3364
&2 33.50 < 0.02 0.0004
63 33.50 -0.02 0.0004
&4 34,00 -0.52 0.2704
65 34,20 -0.72 0.5184
[¥3 34.20 = 0.72 0.5184
&7 33.50 -0.02 0.0004
68 34,20 ~0.72 0.5184




&9 33.50 -0.02 0.0004
70 33.50 -0.02 0.0004
71 33.50 - 0,02 0.0004
T 72 33.50 - 0.02 0.0004 |
73 34,50 -1.02 T.0404
74 34,50 = 1.02 T.0404
75 34.50 -T1.02 T.0404
78 34.50 ~1.0Z T.0404
77 32.30 +1.18 T.3924
78 32,30 +1.18 T1.3924
79 32.30 +1.18 T.3924
80 32.30 +1.18 T.3924
81 34,50 ~=71.02 | 1.0403
82 34,50 -T.02 1,0404
83 34,50 -1.02 1,0404
84 34,50 =702 1.0404
85 32,30 +1.18 1.3924
86 32,30 +T1.18 T.3924
87 32,30 T +71.78 1.3924
88 32.30 + 1,18 | 1.3924
89 | 35.00 - 1.52 Z.
%0 35.00 ~1.52 )
91 35.00 - 1.52 2
7] 35.00 -1.52 23104 |
93 32.00 + 1.48
o4 32,00 + 1.48
95 32.70 +0.78
% 32.70 +0.78
97 34,90 -1.42
98 34,90 - 1.42
99 34.90 -1.42
100 34,90 -1.42
TOT 32.50 +0.98
102 32,50 £0.98
T03 31,50 + 1.98
104 32,10 +1.98 1.9044
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T05- | 35.20 -1.72 2.9584
106 | 35.20 -1.72 2.9584
107 35.00 -1.72 2.9584
708 35,00 -1.72 2.9584
109 32,00 + 1,48 7. 1904
0. 32.00 + 1,48 71904
AR 32.00 + 1.48 Z.1904

— 112 32,00 +1.48 | 2.1904
A ) 34,90 - 1,42 2.0164
114 34,%0 - 1.42 2.0164
15 34,90 -T1.42 2.0164
16 33,10 T 0,38 0. 1444
T17 37,00 + 1,48 2.1504
BE) 34,00 - 0,52 0.2704
119 32,00 + 1,48 7.1904
120 32.00 + 1,48 2.7904

[ T2 34,70 - 0,62 0.3844
122 34,10 - 0.62 0.3844
123 34,00 -0.52 0.2704
124 34,10 -0.82 0.36844
T25 32.50 + 0,98 0.9604
126 32,50 . ¥ 0.98 0.9604
{127 32.50 + 0,98 0.9604
128 . 32.50 +0.98 0.9604

T 129 34.50 - 1.0 T.0404
T30 35.00 - 1,52 2.3104
T3l 34.50 - 1.02 1.0404
132 34.50 ~1.02 T.0404
133 32.70 +1.38 1.9044
134 32.10 + 1,38 T.9044
135 32,10 +1.38 1.9044
| 136 32.10 + 1.38 1.9044
137 34,80 - 1.32. T.7424
138 34.80 =1.37 1.7424
139 34.80 -1.32 Y.7424
740 34,80 -1.32 V.7424




T41 32.20 +1.28 1.6384
142 32.20 +1.28 1.6384
143 32,20 +1.28 1.6384
144 32,20 +1.28 1.6384
145 33.60 =0.12 0.0144
148 33.60 -0.12 0.0144
Erv 33.80 -0.32 0.1024
148 33.40 - 0.12 0.0144
149 31.50 +1.98 3.9204
150 31.50 +1.98 3.9204
151 31.50 +1.98 3.9204
152 31.50 + 1,98 3.9204
153 34.50 - 1.02 T.0404
54 35.00 - 1.52 2.3104
155 35,00 - 1.52 2.3104
156 35,00 = 1.52 2.3104
157 32.40 +1.08 T.1664
158 32.40 +1.08 T,1664
159 32.40 +1.08 T.1664
160 32,40 +1.08 1.1664
161 34,00 - 0.52 0.2704
187 34.00 -0.52 0.2704
163 34,10 - 0.62 0.3844
T64 34,00 -0.52 0.2704
165 33.00 + 0.48 0.2304
166 33.00 +0.48 | 0.2304
167 33.00 + 0.48 0.2304
168 33,00 + 0.48 0.2304
169 33.50 -0.02 | 0,0004
170 34.20 ~0.72 0.5184
[ 171 34,20 -0.72 0.5184
172 34,20 -0.72 0.5184
7737 23.00 + 0,48 0.2304
T74 33.00 + 0,48 0.2304
175 33.00 +0.48 0.2304
176 33.50 - 0.02 0.0004
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177 34,00 - 0,52 0.2704
178 34.00 - 0.52 0.2704
179 34.00 -0.52 0.2704
180 34,00 -0.52 0.2704
181 33.00 +0.48 0.2304
182 33.00 + 0.48 0.2304
183 33.00 + 0.48 0.2304
184 33.00 + 0.48 0.2304
185 34,90 - 1.42 7.0164
186 34.90 -1.42 2.0164
187 34,90 - 1.42 2.0164
188 34,90 - 1.42 2.0164
189 33.50 - 0.02 0.0004
790 33.40 +0.08 0.0064
91 33.50 - 0.02 0.0004
kA 33.40 +0.08 0.0064
193 33,80 -0.32 | 0.1024 |
T94 33.80 -0.32 0.1024
195 33.80 -0.32 0.1024
196 33,80 -0.32 0.1024
197 33.00 - 0.32 0.1024
198 33.00 + 0.48 0.2304
199 33.00 +0.48 0.2304
200 "33.00 + 0,48 0.2304
201 | 34.30 -0.82 0.6724
202 33.80 - = 0.32 0.1024
203 33.80 -0.32 0.1024
204 33.80 -0.32 0.1024
205 —32.00 + 1.48 2.1904
206 33.40 +0.08 [ 0.0084
207 33.40 +0.08 | 0.0064
208 33.40° +0.08 [ 0.0064
33.48 mm '

247 .9912 mm2
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4<6. Investigacidn de la ley de los errores de un piamme
fro:

Para poder comprobar el error propio de un planime-
tro hechizo, es necesario evitar los errores personales que
siempre pueden cometerse al recorrer el contorno de una
superficie desconocida. Para esta operacién, puede uti-
lizarse una plcnchu metélica que tiene gravado el radio

de un circulo de area conocida y operarse como se indica
en fig. 4.6.

EI procedimiento a seguir es el siguiente:

4-6-1, Colocar la punta trazadora del planimetro, sobre
la plancha en el perimetro del circulo y. la punta medido
ra, en la prolongacién del didmetro que pasa por lacolo—
cacidén de la punta frazadora, :

4-6-2. Efectuar el procedimiento descrito al principio de
este capitulo; es decir, un promedio de 8 observaciones;
4, en el sentido de las agujas del reloj y 4, en el sentido
contrario. Hacerlo para polo A y para polo B.

4-6-3. Determinar la constante del planimetro, el cual
es el desplazamiento promedio de la punta medidora, en-
contrado al efectuar las observaciones anteriores,

4-6-4. Comparar el resultado anterior con la relacién -
que existe entre el drea barrida por la planche metélica
en su recorrido, que es un drea conocida, por estar la lon
gitud de la plancha previamente calibrada, la cual es el
radio del circulo recorrido. Dividida por fa longitud del
planimetro también calibrada.

4~6-5. Error propio del planimetro es la diferencia que
existe enfre los dos resultados anteriores. Esta diferencia
multiplicada por la longitud del planimetro, nos determi-
na el error superficial por fallas en la fabricacién del ins
frumento,



Elae. 4.6

4-7 . Investigacién de la forma de medir éreas con peri-
metro:irregular.

El Grea de toda figura irregular se puede medir. con
planimetro de Prytz, dividiéndola en rectangulos cuya re
lacién de largo a ancho, sea menor de tres. En esta for=.

ma se hicieron varias pruebas comprobandose que antes de
~ recorrer el contorno de toda figura irregular, se debera
determinar la constante del planimetro sobre el rectangu=
lo ajuste de cada drea parcial considerada, en lamisma
form que se ha hecho las observacicones en los casos ante-
riores. A continuacién, (ver figura 4.7) se recorrié el pe
rimetro jrriegular partiendo del centro de la diagonal del
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rectangulo que se ajusta al drea imegular. En esta posi-
cibn se traslada el punzén sobre la diagonal hasta llegar
al perimetro de la superficie irregular y este punto se to-
ma como de partida o arranque para recorrer el contorne,
llegando a él, se vuelve de nuevo sobre la diagonal has-
ta llegar al punto inicial de colocacién del punzén. A
continuacién, se da como e|emplo uno de los casos anali
zados para su mayor comprensién,

Para analizar la férmula que se presenta en este capi
tulo se utilizd un rectdngulo de lados 1.5 a 1, conérea =
150 cm2, el cual se ajusté a una figura :rregulnr de lamis
ma drea.

Con los valores obtenidos en tabla 4.7, se calculéel
area con el procedimiento siguiente.

4-7-1, Caleular la constante "C", que consiste en deter
minar la relacién que existe entre el &rea del rectdngulo
y €l desplazamiento promedio producido en la punta medi
dora al recorrer el contorno de este.

S
C==
Jp
C—E—Zﬁ? 4 cm
5.07 .

C=29.6cm
4-7-2. Desplazamiento promedio en figura irregular
| JF =5.04 (de tabla 4.7)
4-7-3. ta|cu|ar el area de perimetro irregular

SF=CxJF



SF=29.6x5.04
SF = 149.2 cm?

Error 0.5%

SF = superficie de perimetro irregular
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CAPITULO V

CALCULO DE ERRORES Y DETERMINACION
DE CONSTANTES

-1. Consideraciones generales:

Cuando se hace una medicién de cualquier clase que
esta sea, puede asegurarse que siempre se comete un error
de més o menos consideracién, si la medicién se hace pa
ra determinar un Grea por medio de un planimetro de vari
lla, (fig 3.2) que es nuestro caso, las fuentes principales
de error se pueden clasificar en 3 grupos: personales, ins-
trumentales y naturales.

5-1-1, Errores personales:

Son los que més se presentan en las mediciones con
plammetro y provienen de las limitaciones de los sentidos.
de la vista y tacto por parte del observador, & de la poca
atencién que mantenga el operador para seguir con la vi=
sual, la punta trazadora sobre el perimetro de la flgura
medlda. Como ejemplo de estos errores mencionaré los si
guientes:

5-1-1-1, Falta de exactitud al medir la Iongmid del plu
nimetro. Este es un error sistemdtico que depende del nu
mero de observaciones que se hagan.

5-1-1-2, Falta de destreza en la manipulacién del plani’
metro. El instrumento debe siempre mantenerse en un plo
no perpendncular respecto al planc del dibujo y poner la
muyor ‘atencién para seguir con la visual la punta frazado
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ra sobre el perimetro de la figura medida. Sise tiene por
ejemplo, un recténgulo de lados a y b,

Ab

aQ Aa

Figura 5.1

y al recorrer el perimetro con la punta trazadora del pla-
nimefro nos desplazamos sobre la linea punteada, tal co-
mo puede verse en fig. 5.1, tendremos un error + Aa y
+ A b, el Grea "S" resultard también afectada de un error
+ As, es decir:

S+tAs={a+Aa)x b+Ab)

Sia, es igual a b, y en cambio, a es bastante mds
grande que b, el error parcial (@ x Ab) resultaré también
mucho mayor que (b x Aq). Esto justifica que al planime
trar una parcela larga y estrecha, los lados cortos debe=
rén recorrerse relativamente con més precisién que los la-
dos largos., ' - ‘

De los errores descritos puede resumirse que la magni
fud de los errores resultantes dependen estrechamente de
la coordinacidn de los sentidos de la vista y tacto y de la
habilidad natural del observador.

5-1.2, Errores instrumentales:

Son aquellos debidos a ta imperfeccién del instrumen
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to usado por fallas €n su fabricacién, como ejemplo pode
mos citar los siguientes:

5-1-2-1. Que la punta trazadors, punta medidora y par-
te horizontal del planimetro no estén en un mismo plano.

5-1-2-2, Excesivo rozamiento enfre pequefia aleta y pun
ta trazadora.

Se comprende que los instrumentos no pueden ser nun
ca perfectos por lo tanto, las correcciones apropiadas, se
deberdn aplicar para obtener las medidas dentro del limi-
te deseado de precisién.

5~1=3. Errores naturgles:

Tienen su origen en los fendmenos de la naturaleza y
por lo tanto estdn desde luego fuera del control del obser
vador, pero, él puede tomar precauciones apropiadasy ha
cer sus correcciones al final de una medicién. Una fuen-
te de este tipo de error es la variacién de temperatura que
nos induce a un aumento & disminucién en la longitud del
plenimetro, pero conociendo el tipe de material de la va
rilla y el cambio de temperatura, se puede hacer la co-

“rreccién respectiva,

De las definiciones anteriores se desprende que los
errores pueden ser sistemdaticos y accidentales.

' 5-1-4. Errores sisteméticos:

Son aquellos constantes en signo y magnitud. Si por
ejemplo, una medicidn se hace a una temperatura diferen
te a la de calibracién de la longitud del planimetro, se
tendrd un error sistematico para cada observacién y el e~
rror total serd la suma de estos,
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5=1-5. Errores accidentales:

Se consideran aquellos que no siguen una leymatemé °
tica, sino que pueden presentarse tanto en un sentido co-
mo en otro. Por ejemplo, al planimetrar un érea, lapode
mos medir con exceso o con defecto. -

5-2. Estudio de errores accidentales:

Para iniciar el estudio de los errores accidentales que
se pueden cometer en una medicién con planimetro, em-
pezaré por definir error normal, error probable y error te—
mible; ya que nos servirén con fines de comparacién para
el conjunto de observaciones de una medicién.

5=2~1, Error normal:
Se conoce con el nombre de error noimal, a la raiz
cuadrada de las aproximaciones individuales elevadas ol

cuadrado, divididas por el ndmero de observccidnes so -
brantes (n-1)

Fé'rmula.5.'l

= error normal

promedio aritmético

= observacién individual
nimero de observaciones

3
|

3 < Xm
H

5~2-2, Error probable:

Se llama esror probable Ep, a un error cuyo valor es
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tal, que hay el mismo nimero de probabilidades en pro y
en contra para que el valor real caiga dentro de los limi~
tes marcados por dicho error probable al variar afrededor
del mas probable.

Ep=1%0.6745 En Férmula 5.2
Ep = error probable

5-2-3. Error temible:

Se da el nombre de error temible, al erroraccidental
maximo que probablemente podemos cometer al  efectuar
una observacién y el mayor valor del mismo, es igual se-
gin la teoria.

Et=2.,5En Férmula 5.3

Et = error temible

5-3. Célculo de precisién:

En la férmula No. 5.1, puede observarse que parael
caso particular de ser N =1, Para este caso, v2=0, vy
también su denominador N =1 =0, resultande el error POy

mal con valor de '
En = J—O
n —_—
4]

que como se sabe, es indeterminado y efectivamente as’
debe ser, pues si solo hay una observacién, la precisién
es completamente indeterminada.

" En esta tesis, con el fin de determinar laprecisiénde
un planimetro de varilla, se hicieron 208 observaciones,
partiendo de polo C y recorriendo su perimetro 104 veces
en el sentido de las agujas del reloj; 104, en el sentido
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contrario. Como puede verse en paginas 36 a 41 corres-
pondiente:za fig. 4.2, De estas observaciones, obtuvimos
los siguientes resultados en pag.41; con los cuales proce
di a calcular los errores de comparacién. B

5-3-1. Errores de comparacidn

5=3=1~1. Error normal

2
En =t |Y—
n-1
En = 247 .99
n JZOB-]
En=*1.09 mm

5-3-2., Error probable

Ep =t 0.6745 En
Ep =+ 0.6745 x 1,09
Ep=10.73 mm

5-3-3._ Error temible

Et=2.5xEn
Et=2.5x1.09
Ft=2.72 mm

5-4. Céleulo de constantes:

Para mediciones sobre un plano, el error de medi-
cién es directamente proporcional una constante por  la
raiz cuadrada del area medida, para un valor dado de n
observaciones como se demostrard a continuacién.



5-4-1, Cdalculo de constantes tebricas:
Procedimiento:

5-4-1-1, Encontrar el error probable determinando pre-

viamente la constante "Q" para "n" observaciones. Ta-

bla 5.1

Ep = Q En

Q

constante para n observaciones {tabla
5.1)

EP error probable del promedio

5-4-1-2 Cdlculo de constante tedrica:

s _ Kkt

p Ep

Kt = S2XEP  Farulas.4
dp

S = superficie planimetrada

Jp = desplazamiento promedio
Ep = error probable del promedio

5-4-1-3. Substituir constante calculada en férmula  del
error de medicidn: )

Em = KtF

Em = error de medicibn
Kt = constante tedrica
S = superficie planimetrada

{s
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5-4-1. Ejemplo ilustrativo:

Encontrar la constante tedrica "Ki" para 4 poses del
planimetro de 208 observaciones presentadas. Ver tabla
5.1

Procedimiento:

5-4-2-1. Error probable para 4 observaciones

- Epg = Q x En
Q@ = 0.1947 (tabla 5.1)
E - ].09m.mn (pago )
Epga = 0.1947 x 1.09
Epg = + 0.2l m.m,

5-4-2-2., Calculo de constante:

i Kt

dP p (promedio)

Kt _ 5 x Ep
P
5 = 100 em?2
Jp = 33.48m.m. (pag. ) ,

Ep = +0.21 m.m. (Error probable de 4 obser-

vaciones)

_ 100 x 0.2]
Kt 33.48

Kt = + 0.625
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-5-4-2-3. Substituir en férmula del error de medicién la
constante obtenida:

Em = Kt ‘|'s
Em = 0.0625 S
Kt = 0.0625

5-4=3. Tabulacidn del error de medicidn en funcién de
las constantes tedricas para diferentes pases del planime-
tro de varilla.

N° de Obs E =Kt s

1 E} = 0.325{S

4 B4 = 0.062{S

8 Eg = 0.032]S

10 Elg = 0.024{ S

12 Ejp = 0.018{S
Mo | Eg= 0015

16 Eje = 0.015{S-

32 Ezp = 0.006S
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5-4-2 Céleulo de constantes practicas:

5-4-2-1 Deduccidn de férmula para determinar la cons-
tante practica

Er =S5 — s (@

Sr = area real

Er —+= Es

Er = Es = limite

Er = Kp‘[_S— = o em. @

Er =L Jcm &)

Sustituyendo 1 y 2 en 3

Er = L Kp{ S
Sr - §

LS

Kp = constante prdac tica

Kp =

5-4-2.2 Calculo de constantes practicas para 4 casos
investigados en {(pag. ) y con un promedio de 8 obser-
vaciones; 4 en el sentido de las agujas del reloj y 4, en
el contrario y comparacién con la constante tedrica

Er

S

Kp =
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Los resultados anteriores nos indican que la  frmula
s6lo es aplicable cuando a & 3b

5-5. Caleulo del error de superficie debido a la escala
usada en el dibujo:

Para mayor ilustracién se da el ejemplo siguiente de
cdmo afecta la escala usada en el error de superficie.

Si por ejemplo, tenemos un érea de 100 cm2 y al pla
nimetrar dicha rea obtenemos un error de superficie de
0.3 cmz, el error debido a la escala, seré el siguiente

Area Escala Usada  Factor  Error por Escala
Planimetrada Escala

100.3 1:100 10

100.3 1:200 4 1.2%

100.3 1:500 25 7.5%

100.3 1:1000 100 30 %
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CAPITULO VI

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
PARA EL USO

Después de haber investigado y analizado en dife-
rente forma la medicién de dreas con planimetro de vari-
lla, se llegd a los siguientes conclusiones y recomenda-
ciones para el uso del instrumento.

é-1. Conclusiones:

6-1-1. Debido a variaciones de observaciones, el error
de medicidn permanece constante para més de 14 obser -
vaciones, por lo que no se justifica hacer un ndmero de
observaciones mayor que este.

6-1-2, Parg evitar hacer mas de 8 observaciones para
una medicidén, partir siempre del centro de la diagonal
del rect@ngulo que se ajusta al perimetro de toda éarea
irregular. ’

6-1-3, Por diferencia del desplazamiento de la punta
medidora debido a variacidn de observaciones, efectuar
para toda medicién, un promedio de 8 observaciones; 4
en el sentido de las agujas del reloj y 4, enel sentido
contrario.

6-1-4, El érea de toda figura irregular se puede medir
con un planimetro de Prytz, dividiéndola en rectangulos
que se ajusten convenientemente a su perimetro y cuyos
lados no tengan una relacién mayor de 3a 1.

6-1-5. Por el error de superficie que se comete, el pla-
nimetro de varilla se restringe a la medicién de los si-
guientes frabajos topograficos.
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1= En fraccionamiento de terrenos como una prime-
ra aproximacidn.

2- En secciones trarsversales.
3~ En lotes pequefios.
6-2. Recomendaciones para el uso:

6-2-1. Ei planimetro debe mantenerse en un plano per-
pendicular respecto al plano del dibujo y seguir con la
visual, la punta trazadora sobre el perimetro de la figu-
ra medida.

é-2-2. Sostener el planimetro de la aleta sin obstaculi-
zar con los dedos el giro de la punta trazadorg.

6-2-3. Cuando se planimetre una parcela larga y estre
cha aproximadamente con lados 3 a 1, los lados cortos
deberdn recorrerse relativamente con més precision que
los lados largos.

6-2-4. Para determinar el érea de toda figura irregular,
se debe proceder de la siguiente manerq

o
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6-2-4-1. Ajustar rectdngulos convenientemente al peri-
metro irregular y cuyos lados no tengan una relacién ma-
yorde3al.

6-2-4-2. Determinar la constante del planimetro dp,
que consiste en calcular la relacidn que existe, entre el
area del rectangulo y el desplazamiento promeédio produ-
cido en la punta medidora al recorrer con la punta tra-
zadora el perimetro del rectdngulo, partiendo del ceniro
de la diagonal.

6-2-4-3. En la figura irregular, determinar el despla -
zamiento promedio producido en la punta medidora al re-
correr su contorno. Para efectuar estas observaciones,
se parte del centro de la diagonal del rectdngulo que se
ajusta al érea irregular. En esta posicidn, se traslada la
punta trazadora sobre la dicgonal hasta llegar al peri-
metro de la superficie irregular y este punto se foma co-
mo de partida o arranque para recorrer ¢l contorno irre-
gular y llegando a él, se vuelve de nuevo sobre la dia-
gonal hasta llegar al punto inicial de colocacién de la
punta frazadora.

4-2-4-4. Calcular las éreas parciales de la figura irre~
gular fraccionada con la férmula No.

Sp=C xdF
Sp = Areaparcial

H

6-2-4-5. Caleular el area total propuesta

S =< $p
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