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Energia gravitatoria
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Entropia

Equilibrio térmico

Esfuerzo

Esfuerzo axial

Esfuerzo cortante
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Estimador

Magnitud termodinamica que indica el grado de

desorden molecular de un sistema.

Estado en el cual se igualan las temperaturas de dos
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diferentes temperaturas.
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XVII



Funcién de estado

Hessiano

Histéresis

Modulo de Young

Moédulo volumétrico

Muestra

Parametro

Magnitud fisica macroscopica que caracteriza el
estado de un sistema en equilibrio y que no depende

de la forma en que el sistema llego a dicho estado.

También conocido como matriz hessiana. Es la
matriz formada por todas las derivadas parciales de

segundo orden de una funcion.

Tendencia de un material a conservar una de sus
propiedades, en ausencia del estimulo que la ha

generado.

También llamado moddulo de elasticidad. Es un
parametro que caracteriza el comportamiento de un
material elastico, segun la direccion en la que se
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la deformacion en un cuerpo solido.

También llamado mddulo de compresibilidad de un
material. Mide su resistencia a la compresion
uniforme, indica el aumento de presion requerido
para causar una disminucion unitaria de volumen
dado.

Conjunto de elementos tomados bajo cierto criterio

de una poblacion.

Valor que describe en términos estadisticos las

caracteristicas de una poblacion.
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Poblacién

Proceso adiabatico

Proceso estocastico

Proceso isentrépico

Rigidez

Rotor

Sesgo

Temperatura

Conjunto bien definido de elementos de los cuales se

desea hacer alguna inferencia.

Es aquel sistema termodinamico que no intercambia

calor con su entorno.

Proceso cuyo comportamiento es no deterministico,
cuya evolucion es aleatoria y que basa su resultado

en probabilidades.

Es un proceso adiabatico reversible sin transferencia

de calor.

Medida cualitativa de resistencia a las deformaciones
elasticas producidas por un material, que contempla
la capacidad de un elemento estructural para
soportar esfuerzos sin adquirir grandes

deformaciones.

Es un operador vectorial sobre campos vectoriales
definidos en un abierto de R3 que muestra la
tendencia de un campo vectorial a introducir rotacién

alrededor de un punto.

Diferencia entre su esperanza matematica y el valor

numerico del parametro que estima.

Es una magnitud escalar relacionada con la energia

interna de un sistema termodinamico.

XIX



Trabajo

Variable de estado

Varianza

Es una magnitud fisica escalar que se expresa en
unidades de energia. Una fuerza realiza trabaja
cuando altera el estado de movimiento de un cuerpo.
En termodinamica, el trabajo est4d asociado a

cambios de volumen que experimenta un sistema.

Son aquellas magnitudes que se emplean para
describir el estado de un sistema termodinamico
como volumen, temperatura, cantidad de materia,

etc.

La varianza de una variable aleatoria es una medida
de dispersién definida como la esperanza del
cuadrado de la desviacion de dicha variable respecto

a su media.
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RESUMEN

En el presente trabajo de graduacion se propone un modelo probabilistico
para estimar la curva de histéresis de un poste de concreto presforzado. Dicho
modelo se empleara para la estimacion del limite elastico, la resiliencia, la
tenacidad, la energia disipada y deformacién permanente luego de un ciclo de

cargas.

Posterior a la estimacién del modelo, se comparan los resultados contra la

estimacion del mismo modelo para un poste metalico.

La utilizaciéon de un modelo probabilistico se fundamenta en el hecho de
que el comportamiento de los postes no depende Unicamente de sus disefios,
sino también de otros factores (transporte 0 métodos constructivas) no medidos
gue obedecen a un orden, es decir, tienen una distribucion de probabilidad. La
variabilidad de los factores no medidos otorga variabilidad al comportamiento de
los postes, haciendo que exista una relacion no determinista entre las variables

de disefio y el comportamiento de los postes.

Finalmente, se concluye que el modelo propuesto es capaz de explicar
aproximadamente un 70 % de la variabilidad total las muestras, lo que implica,
bajo el cumplimiento de los supuestos que constituye un modelo probabilistico,

gue es un buen ajuste para el comportamiento que se desea explicar.
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OBJETIVOS

General

Determinar la zona elastica y elastoplastica en postes de concreto

presforzado centrifugado, mediante la curva de histéresis.

Especificos

1. Proponer el método de estudio de la curva de histéresis como un
estdndar para el analisis del comportamiento de los materiales y

sistemas estructurales.

2. Formular un modelo matematico que se ajuste a los datos de esfuerzo-

deformacion en los ciclos de carga y descarga.

3. Por medio de la curva de histéresis, inferir la capacidad de los postes
para disipar la energia y determinar si los postes se comportan como un
sistema elastoplastico o como un sistema de disminucion de elasticidad.

4. Calcular la resiliencia por medio del modelo matematico.

5. Calcular la cantidad de energia almacenada tanto en el rango elastico

como en el rango elastoplastico.
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Determinar la cantidad de energia disipada por los postes en el proceso
de carga y descarga, cuando la carga ha sobrepasado el limite elstico y

se procede a descargar en el rango inelastico.
Por medio de la curva de histéresis y el modelo matemaético, relacionar la

deformacion en la zona elastoplastica y la deformacion remanente al

descargar.
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INTRODUCCION

En el presente trabajo de graduacion se define un modelo matematico
para la curva de histéresis, que se ajuste a los datos de esfuerzo-deformacion
obtenidos al ensayar un poste de concreto reforzado centrifugado por el
método de Cantiléver, para inferir: la zona elastoplastica y resiliencia; la
capacidad de los postes para disipar energia; determinar si los postes se
comportan como un sistema elastoplastico o de elasticidad decreciente;
cuantificar la cantidad de energia almacenada en el proceso de carga, aun si
sobrepasa el limite elastico; cuantificar la cantidad de energia disipada en el
ciclo de carga-descarga; comparar la deformacién remanente al concluir el ciclo
de carga-descarga con la deformacion adquirida en el rango elastoplastico. Del
mismo modo, se ajusta un modelo a los datos de ensayo de un poste metalico
para comparar su comportamiento contra el contra el comportamiento obtenido

del poste de concreto presforzado.

El trabajo de graduacion se fundamentard en: el teorema de la
conservacion de la energia, debido a que a lo largo del ensayo los postes
almacenan energia potencial para luego disipar un porcentaje de la misma por

procesos no conservativos y el resto transférmalo en energia cinética.

La teoria de elasticidad y las leyes de la termodinamica, debido a que los
procesos no conservativos de disipacion de energia tienen su origen en la
entalpia generada al inducir trabajo en el poste, consecuencia de la elasticidad

del mismo.
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La teoria de las vibraciones mecanicas, fundamentos de la matematica y
estadisticos para la estimacién de un modelo probabilistico que provea el mejor

ajuste a los datos.
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1. MARCO TEORICO

1.1. Antecedentes

La histéresis como concepto nace dentro de la fisica en el campo del
electromagnetismo. En fisica se encuentra, por ejemplo, histéresis magnética si
al magnetizar un ferromagneto este mantiene la sefial magnética tras retirar el

campo magnético que la ha inducido.

Posteriormente, se extrapol6 el concepto, definiéendolo como la
permanencia de un efecto en ausencia de la causa. En ingenieria mecanica y
civil, el concepto cobré relevancia dado que los elementos estructurales o
materiales tienden a permanecer deformados luego de un ciclo de carga. Esto
se asocia a la capacidad de absorcion de energia.

El primer modelo que trata de replicar este comportamiento en los
materiales es el elastoplastico. Este modelo presupone comportamiento lineal

sin definir zonas elastoplasticas o de transicion.

En 1943, W. Ramberg y R. Osgood, propusieron un modelo no lineal que
ajustaba el comportamiento de los materiales ponderando tanto su deformacién
elastica como plastica. La parte elastica presupone un comportamiento lineal,
mientras que el comportamiento plastico crece exponencialmente a partir del

punto de fluencia.

En 1963, una tesis doctoral, publicada por el cientifico P. Jennings,

modela la respuesta de estructuras a cargas de sismos, tomando en cuenta sus



ciclos. Este modelo generaliza el de Ramberg-Osgood en el sentido que ciertos
parametros determinan el grado de ductilidad del sistema estructural, casos

especiales representan el modelo elastoplastico y del Ramberg-Osgood.

En la actualidad, la respuesta de materiales se modela
computacionalmente, basandose en el principio de ponderar la respuesta

elastica como plastica y utilizando una forma funcional no lineal.

1.2. Leyes de la termodinamica

Para el proposito del presente trabajo de graduaciéon, a continuacion, se
presenta un breve sumario de la teoria clasica de la termodinamica. Vamos a se

lamara a una coleccién de materia en estudio como sistema.

“Los sistemas cerrados son aguellos donde la materia (energia masiva) no
es intercambiada con su alrededor, no obstante, la energia en forma de calor y
trabajo, si. Esta clase de sistemas son los Unicos considerados en esta seccion.
Ocasionalmente, una restriccion adicional es hecha donde las interacciones
entre el sistema y su alrededor ocurren; se dice entonces que el sistema es

aislado™.

! CENGEL, Yunus; BOLES, Michael. Termodinamica. p. 85.
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Figura 1. Sistema, alrededor y frontera

Alrededor

Sistema

Frontera

Fuente: elaboracién propia, empleando Visio 2013.

Cuando se posee toda la informacién requerida para una completa

caracterizacion de un sistema, se dice que el estado del sistema es conocido.

Para condiciones de estudio se fijan fronteras y pardmetros que pueden
determinar y considerar el sistema como conocido; como analogia a la fisica

newtoniana que ha tenido aplicaciones practicas y confiables.

Por ejemplo, para un cierto cuerpo elastico homogéneo en reposo, la
completa descripcion de su estado termodindmico requiere una especificacion
completa de su cantidad de materia (masa); la cantidad de cada sustancia
guimica contenida; su geometria en estado natural y no esforzado; su
desviacion del estado natural o campo de tension; y de algunas propiedades
fisicas que dicen si el cuerpo esta caliente o frio, una cantidad independiente
extra que fije el grado de calor o frio. Estas cantidades son llamadas variables

de estado. Si una cierta variable de estado puede ser expresada como una



funcion de otra variable Unicamente, se dice que dicha relacion es una ecuacion
de estado y la variable descrita es llamada funcién de estado. La seleccion de
un particular grupo de variables de estado independientes es importante en

cada problema, pero la seleccion se considera arbitraria.

“Si, para un sistema dado, los valores de las variables de estado son
independientes del tiempo, se dice que el sistema se encuentra en equilibrio
termodinamico. Si el estado de las variables varia con el tiempo, se dice que el
sistema se encuentra en proceso. El nimero de variables de estado requeridas
para describir un proceso puede ser mas largo que el requerido para describir el
sistema en equilibrio termodinamico. Por ejemplo, en la descripcion del flujo de un
fluido se necesita saber la viscosidad”?.

El limite o frontera entre dos sistemas se dice que es aislado si tiene las
siguientes propiedades: si algun sistema en un completo equilibrio interno es
completamente rodeado por un aislante, entonces ningun cambio se puede
producir en el sistema por un agente externo que produzca movimiento en el
aislante o por fuerzas de largo alcance como la gravedad. Un sistema rodeado
por un aislante se dice que esta térmicamente aislado, y todo proceso que
tenga lugar en el sistema es llamado adiabatico. Esto quiere decir que no hay
transferencia de calor. Este proceso puede darse también si el sistema vy el

alrededor se encuentran a la misma temperatura.

Se dice gque un sistema es homogéneo si las variables de estado no
dependen del espacio de coordenadas. La termodinamica clasica se preocupa
de las condiciones de equilibrio en un sistema homogéneo o un sistema

heterogéneo que se compone de partes homogéneas (fases).

El primer paso para la formulacién de la termodindmica es introducir el
concepto de temperatura. Se postula que, si dos sistemas estan en equilibrio

térmico con un tercer sistema, los mismos estan en equilibrio térmico entre si.

2 FUNG, Yuen-Chen; TONG, Pin. Classical and computational solid mechanics. p. 196.
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De aqui se puede mostrar que la condicién de equilibrio térmico entre varios
sistemas es la igualdad de cierta funcion simple del estado termodinamico del
sistema, que puede ser nombrado la temperatura 7': cualquiera de los sistemas
usa un termdémetro que lee la temperatura 7, 0 temperatura empirica, en cierta
escala. La escala de la temperatura antes mencionada, es elegida de forma

arbitraria.

1.2.1. Primera ley de la termodinamica

Un sistema térmicamente aislado puede ser tomado de un estado | a un
estado Il por caminos alternativos; el trabajo realizado en el sistema tiene el
mismo valor para cada camino adiabético; existe una funcion de una variable
del estado del sistema, llamada energia, tal que para un proceso adiabatico el
incremento de energia es igual al trabajo realizado en el sistema del estado | al

Il'y viceversa. Entonces:

A energia = trabajo realizado

Se define el calor Q absorbido por un sistema como el incremento en la

energia del sistema, menos el trabajo realizado en el sistema. Entonces:

Q = A energia — trabajo realizado

La expresion como una declaracion de la conservacion de la energia se

observa que la energia de un sistema se puede aumentar, ya sea por el trabajo

realizado sobre el mismo o por absorcion de calor.



“El calor y el trabajo son mecanismos de transferencia de energia, entre
un sistema y su alrededor. Debido a estas caracteristicas, es posible enunciar

las similitudes entre las mismas”®.

o Tanto el calor como el trabajo pueden ser reconocidos en las fronteras de
un sistema cuando lo cruzan, esto quiere decir que ambos son

fendbmenos de frontera.

o El trabajo y el calor no poseen energia, a diferencia de los sistemas.

o Ambos son identificados como procesos y no como estados. Esta

caracteristica los diferencia de las propiedades de un sistema.

o Ambos se encuentran en funcion de la trayectoria, por lo que sus
magnitudes dependen de la misma durante el proceso, asi como los
estados finales.

Se acostumbra identificar varios tipos de energia que completan el total: la
energia cinética K, la energia gravitacional G, y la energia elastica E. Entonces,
la ecuacion:

Energia =K+ G+ E

Puede ser considerada como la definicion de energia interna.

¥ HOWELL, John R.; BUCKIS, Richard. Principios de termodindmica para ingenieros. p. 168.
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1.2.1.1. Mecanismos de transferencia de energia

La energia puede transferirse desde o hacia un sistema en tres formas,

pero para el caso de este trabajo solo se considera los sistemas cerrados:

o Calor y trabajo. Las interacciones de energia se dan en la frontera del
sistema cuando lo cruzan, lo cual representa la ganancia o pérdida de la
misma. Otro medio para la transferencia de energia es el flujo de masa

gue se considera para sistemas abiertos.

) Transferencia de calor, Q.La transferencia de calor hacia un sistema
incrementa la energia de las moléculas y, por lo tanto, la del sistema. La
transferencia de calor del sistema alrededor u otro sistema la disminuye,
esto debido a que la energia transferida proviene de la energia de las

moléculas.

o Transferencia de trabajo, W. Es una interaccion de energia que no es
provocada por una diferencia de temperatura entre el sistema y los
alrededores. La transferencia de trabajo en un sistema incremente la
energia de este, mientras que la transferencia de trabajo desde el
sistema la disminuye. Las colisiones inelasticas son un claro ejemplo

tanto de la pérdida como de la ganancia de energia a través del trabajo.

1.2.2. Segunda ley de la termodindmica para sistemas

homogéneos

De la primera ley de la termodinamica se sabe que la energia es constante

y se encuentra en constante cambio. Debido a que la misma solo trata de un



proceso en donde la energia es constante, no toma en cuenta si el proceso es

posible, debido a que la misma no posee un criterio para definirlo.

La segunda ley de la termodinamica provee un criterio para saber si un
proceso se puede llevar a cabo, asi como la calidad de la energia en un
proceso. Esta ley postula que, en un proceso ciclico, la eficiencia térmica o

calor en el ciclo, nunca puede ser el 100 %.

“Se utiliza como ejemplo una maquina que transfiere energia mecénica al agua
para transformarla en movimiento y por Gltimo en calor. Si se deseara realizar el
proceso inverso, se observa que no es posible. Si luego se analiza la maquina de
vapor, se observa que el motor genera calor para transformar agua en gas y
producir energia mecanica; el gas tiende a transferir calor al ambiente, el cual
posee una temperatura menor a la de la caldera y, por lo tanto, no puede ser

reutilizado. Tomando en cuenta ambos ejemplos, se postula lo siguiente”".

Existen dos funciones de estado de una variable, T, llamada temperatura

absoluta, y S, llamada entropia, con las siguientes propiedades:

o T es un numero positivo que es funcion de la temperatura empirica T
Unicamente.

o La entropia de un sistema es igual a la suma de las entropias de sus
partes.

o La entropia de un sistema puede cambiar de dos formas distintas, es

decir, por la interaccion con el medio y por cambios dentro del sistema.

Simbolicamente, se puede escribir:

ds = d,S + d;S

* CENGEL, Yunus; BOLES, Michael. Termodinamica. p. 85.
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Donde dS denota el incremento de entropia del sistema, d.S denota la
parte del incremento que tiene lugar en la interaccion con el medio, y d;S denota
la parte del incremento que tiene lugar en el interior del sistema. Entonces, si

d(Q denota el calor absorbido por el sistema del medio, se tiene

El cambio d;S nunca es negativo. Si d;S es cero, se dice que el proceso es

reversible. Si d;S es positivo, se dice que el proceso es irreversible:

d;S >0 (proceso irreversible)

d;S =0 (procesoreversible)

El caso restante, d;S < 0, nunca ocurre en la naturaleza.

“La temperatura absoluta T y la entropia S son dos cantidades fundamentales. No
se detendra en definir dichas cantidades en funcién de otras para mantener la
simplicidad del concepto. Lord Kelvin ha mostrado como es posible calibrar
cualquier termémetro a una temperatura absoluta. La escala de temperatura
absoluta es definida por medio del equilibrio entre el agua liquida y el hielo a una
presién de 1 atm a 273,16 K, 273,16 grados en la escala de Kelvin™

La entropia es una propiedad de los materiales, justo como la masa y la
carga eléctrica lo son. Una libra de oxigeno tiene una entropia definida, que
puede ser cambiada por medio de la temperatura y un volumen especifico de
gas. Una libra de acero a una temperatura dada y estado dado de esfuerzos
tiene una entropia definida.

® FUNG, Yuen-Chen; TONG, Pin. Classical and computational solid mechanics. p. 196.
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1.3. Entalpia

“La entalpia H es una magnitud termodinamica cuya variacion expresa una
medida de la cantidad de energia absorbida o cedida por un sistema
termodinamico, es la energia que se intercambia con el entorno. La misma

también puede definir la cantidad de calor absorbido o cedido por el sistema™.

La entalpia es una conclusion directa de la primera ley de la

termodinamica que puede expresarse como:
H=U+W
El calor que ha sido transferido queda expresado como:
Q=H,—H,=AH

En el caso de los sélidos el trabajo inicial, este es al inicio del proceso de

carga del mismo, es igual a cero.

Q=H,—H
Q= W2+U1+AU_W1_U1

Como el trabajo inicial es cero, se obtiene:

® CENGEL, Yunus; BOLES, Michael. Termodinamica. p. 85.
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Lo cual corresponde directamente a la primera ley de la termodinamica.
Se hace notar que, en sdlidos, el calor que gana o pierde un material luego del

proceso de carga y descarga esta intimamente relacionado con el trabajo.

Este concepto de entalpia sera aplicado a un solido que se somete a un
anico ciclo de carga-descarga que mostrard una deformacion remanente, la
cual corresponde a una pérdida que se relaciona con el calor ganado en el

proceso.
1.4. Entropia

Para describir el fendbmeno de entropia, es necesario hacer uso de la

definicion integral:

f20.2

La integral cerrada de un recorrido de calor que representa el caso en
donde (en un sistema) se introduce calor y expulsa calor. Cualquier
transferencia de calor desde o hacia el sistema se puede separar en cantidades
infinitesimales de calor. La integral cerrada o de ciclo se puede considerar como
la suma de todas las transferencias de calor (energia y trabajo) infinitesimales

en el mismo.
“‘Cuando la integral cerrada es igual a cero, el trabajo no depende del

recorrido y, por lo tanto, se trata de una propiedad que describe el sistema. El

cientifico aleman R. Clausius not6 que, para un cambio infinitesimal, la integral

11



podria considerarse igual a cero y, en consecuencia, se estaria tratando con

una propiedad. Esta propiedad fue nombrada por el mismo como entropia”’.

La entropia es una magnitud que permite determinar si el proceso es
reversible o irreversible, lo cual corresponde a la diferencia de entropia en dos
estados de un sistema. Si el sistema es reversible, no se efectta trabajo en el
sistema; si es irreversible quiere decir que se efectu6 un trabajo y que el calor
expulsado como remanente no podra ser recuperado e integrado de nuevo al

sistema.

En la ciencia e ingenieria se suele utilizar la diferencia de entropia como
una medida para determinar el caos o desorden en el sistema, tal como se
suele utilizar la entalpia para determinar la ganancia de calor. Para determinar

el caos en un sistema, se analiza la entropia en dos estados:

AS=SZ—SIJ12<dTQ>

Como se sabe que la integral cerrada no puede ser cero, se hace notar
qgue la diferencia antes dicha no puede ser negativa en un sistema aislado y
cerrado. Esto lleva a concluir que, en el sistema antes dicho, la entropia
aumenta hasta llegar a un punto maximo, llamado también de equilibrio. Este

concepto general indica:

o Los procesos solamente pueden ocurrir en una direccion, definida por el
principio de incremento de entropia S > 0. Un proceso que no respete

este principio no es posible en la naturaleza.

" CENGEL, Yunus; BOLES, Michael. Termodinamica. p. 85.
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o La entropia no es conservativa. La entropia puede conservarse en

proceso completamente reversible, en todos los demas casos, aumenta.

o El desempefio en un sistema es degradado por la presencia de
irreversibilidad. Esto quiere decir que la generacion de entropia es una
medida de las magnitudes de irreversibilidad presentes durante un
proceso. A mayor irreversibilidad mayor entropia.

1.5. Teorema de conservacion

Los teoremas de conservacion son consecuencia directa de las leyes de

Newton, las cuales pueden ser verificadas y escritas de forma compacta.

1.5.1. Leyes de Newton

El impulso lineal se define como un vector que tiene de magnitud el
producto de la masa por la velocidad y tiene la misma direccion que la
velocidad. El impulso lineal es constante en una direccion en donde la fuerza

aplicada es nula.

ol
Il
3
<N

La verificacion se puede hacer a partir de la segunda ley de Newton:

d*(t) N
m dt2 = Fi (T, t)
dx;(t
P=m éi ) = constante
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Por medio del impulso lineal, se dice que las primeras dos leyes de
Newton pueden ser reescritas diciendo que un sistema de N particulas no

sometido a acciones externas se conserva:

=

P= Z m;v,(t) = constante

=1

Entonces:

La variacion del impulso de cada una de las particulas se debe a las
fuerzas internas que son provocadas por sus caracteristicas. Estas pueden ser
de origen gravitacional o electromagnético. Si se consideran dos masas, el

vector que representa esta accién se nombrara como la fuerza ejercida por una
masa sobre otra:

d — —_—
%Pl(t) = fa1

Como los efectos de las masas de un sistema se anulan, se puede decir
que:

d—) d—)
Eﬂ(t) +Epz(t) =0

f21 = —f12
Esta es la expresion de la tercera ley de Newton.
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1.5.2. Definicion de trabajo y teorema de conservacion
El trabajo realizado sobre una particula o sobre un cuerpo que concentra
su masa en un punto depende de la trayectoria de dicha particula a lo largo del

espacio y de las fuerzas que generan el movimiento.

El trabajo realizado se define como:
2—> —
W12 :f F - dT

1

De la definicibn anterior se puede observar que el producto de ambos
vectores es un escalar. También, se puede observar que dicha integral es sobre

el recorrido o trayectoria de la masa.

Figura 2. Definicion grafica de trabajo

Fuente: PONCE, Victor. Mecanica clasica. p. 35.
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Utilizando los teoremas expuestos anteriormente, se puede expresar el

trabajo entre dos puntos como:

Fodr= @*dt—l dvzdt—d(l 2)
r—mdtv _Zmdt = va
Entonces:
1

Wiz = Emvzﬁ =K, —K;

1 p . s .
Donde K = Emv2 es la energia cinética de la particula.

El trabajo realizado por las fuerzas actuantes es igual a la variacion de la

energia cinética.

Tanto en los sistemas de muchas particulas como en los cuerpos rigidos,
la energia cinética se calcula con la velocidad del centro de masa. Como se

trata de cuerpos rigidos, todas las particulas se mueven a la misma velocidad.

Cuando la fuerza que actlia es tal que el trabajo entre el punto 1y 2 es
independiente del recorrido, se dice que es una fuerza conservativa. Esto quiere
decir que, si se conoce el recorrido que describe una trayectoria cerrada, el

trabajo realizado es nulo.
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“Ya que se trata de una curva cerrada, es posible definir el teorema por

»8

medio de su forma diferencial™. Si es posible definir una superficie que tiene

como frontera la curva C, entonces puede aplicarse en teorema de Stokes:
fﬁ-a;’:f(vxﬁ)a‘;
Cc S

Para que se cumpla el teorema de conservacion, se dice que:

Cuando el rotor de un campo vectorial es nulo, se puede representar como
el gradiente de una funcion escalar, entonces una fuerza conservativa se

expresa por:
F=-V.V®

Donde se deja de forma explicita el signo negativo por la importancia que

tiene la funcion V7, llamada energia potencial.

De lo anterior se dice que la fuerza conservativa actuante en una direccion
cualquiera es la derivada de la energia potencial en esa direccion (gradiente)

con signo cambiado.

Ya que se sabe que el trabajo es igual al cambio de la energia cinética, y
gue el trabajo de una fuerza conservativa también se conserva, la energia total

de un sistema se expresa como:

® PONCE, Victor. Mecénica clasica. p. 35.
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T(#) + V(#) = contante = E

Si las fuerzas actuantes son conservativas, la energia total es constante

en la particula a lo largo del tiempo.

1.5.2.1. Fuerzas no conservativas

Las fuerzas no conservativas son todas aquellas que dependen del tiempo
o de la velocidad (como la friccién). La mayoria de sistemas fisicos que se
encuentran en desequilibrio termodindmico son no conservativos; en ellos la

energia se disipa de una forma analoga al a friccion.

En el caso de los materiales, la energia disipada se da principalmente por

calor y deformacion permanente.

Por las caracteristicas de las fuerzas no conservativas, el trabajo realizado
por las mismas es distinto de cero a lo largo de una trayectoria cerrada. El
trabajo realizado por las fuerzas no conservativas es dependiente de la

trayectoria; es decir, a mayor trayectoria, mayor es el trabajo realizado.

1.5.3. Funcién de energia de deformacién

En la teoria de elasticidad, se define una W en funcién de la deformacién

unitaria e tal que posea la propiedad:

aw

de
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“La funcion W es llamada funcién de energia de deformacion. Se va a
identificar a W como la energia interna en un proceso isentropico y la energia

libre de todo proceso isotérmico™.

Por definicion, en un estado de esfuerzo de un cuerpo elastico, W esta en
funcién Unicamente de la deformacion y viceversa. Por lo tanto, es suficiente
con escoger uno de los dos vectores como una variable independiente de

estado.

En un cuerpo, es posible definir el cambio de la energia interna como:
1
d€ = ;a de + TdP

En la funcion, € es la energia interna por unidad de masa, T es la

temperatura y P es la entropia por unidad de masa.
Se muestra que la energia interna estd en funcién de la deformacion

unitaria y de la entropia por unidad de masa £(e,P). Utilizando las reglas de

derivacién parcial se dice que:

ds-—(ag) d?-+(ag) d
~\op/, de)p €

Comparando ambas expresiones, se puede concluir que:

(68) _ (68) _7
P\oe), =7+ \op),~

°® FUNG, Yuen-Chen; TONG, Pin. Classical and computational solid mechanics. p. 196.
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Para dicha definicion, se hace la observacion que la densidad en un

elemento infinitesimal, permanece constante.
La ecuaciéon define que existe una funcion escalar p€ que sus derivadas
parciales con respecto a las componentes de la deformacion dan como

resultado las respectivas componentes de esfuerzo.

Por otro lado, cuando el proceso es isotérmico (T = cte.), se introduce el

concepto de la funcion de energia por unidad de masa de Helmhotz:
F=E-TP

Si se deriva dicha funcion para determinar la razén de cambio de dicha

energia, se obtiene que:

1
dF = —PdT +;O’ de

De donde

(6}") _ (6}") __p
P\oe). =% \ar),~

Por lo tanto, en un proceso isotérmico también existe una funcién escalar,
pF, cuya derivada parcial respecto a la deformacién, da las componentes

correspondientes al esfuerzo.
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“Si se compara la funcion de Helmhotz con la de energia interna, se hace
notar que ambas identifican a W, dependiendo si se trata de un proceso

isotropico o isotérmico™°.

1.5.4. Energia de deformacidon reversible e irreversible

Como se mencioné en la seccién de termodinamica, se sabe que la
entropia esta en funcion del estado en procesos, siendo este irreversible o

reversible.

El valor de la entropia de un sistema se puede calcular si son conocidas
todas las variables de estado. Se sabe que las variables de estado son

conocidas cuando el sistema se encuentra en equilibrio.

Ahora que se adentrard a definir los procesos reversibles e irreversibles,
se asume que la entropia puede ser igualmente calculada, aunque el sistema
no se encuentre en equilibrio. “Eso se fundamenta en el principio de la
distribucion de masa de todo sistema mecéanico: una vez que la masa de un
sistema continuo es determinada, se asume que no cambia sin importar que tan

rapido se muevan sus particulas™’.

Para proseguir con las definiciones, se hard una extension a la segunda
ley de la termodindmica para cualquier porcién de un sistema continuo, sin

importar si este es uniforme o no uniforme.

Primero es necesario notar que la entropia es una propiedad extensiva.

Ademas, es necesario definir que la entropia en un sistema se divide en dos

ii FUNG, Yuen-Chen; TONG, Pin. Classical and computational solid mechanics. p. 196.
Ibid.
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partes: una es toda la entropia que es compartida con el alrededor a través de
la frontera y la otra es la entropia interna. Estas dos se relacionan de la

siguiente manera:

D [ pav f dA+Dif PdAV
— | pPdV =— | ¢ — | p
Dt ), . Dt ),

La primera parte del sumando representa la entropia transferida a través

de la frontera y la segunda es la entropia generada en el sistema.

Ahora si se procede a diferenciar dicha ecuacion, se puede definir de

forma mas precisa la extension de la segunda ley de la termodinamica.

DP D;P

= = _di
P Dt Wet D

A partir de esta simple ecuacién se define formalmente la segunda ley de

la termodindmica para solidos:

¢ Flujo de entropia a través de la frontera

D;P i
—. = 0 proceso reversible

D;P .
? > (0 proceso Irreversible

D;P
ﬁ < 0 no ocurre en la naturaleza

Como se ha definido anteriormente, se sabe que la entropia es una
medida de la calidad de la energia, la direccién en la cual se pueden dar los
procesos Y la irreversibilidad de un sistema. Si se analiza esta seccion con la

seccion dedicada a los conceptos generales de la termodinamica, se notara que
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la Gnica diferencia es que en esta seccion se definen los conceptos para un

sistema de masa continuo, no a un sistema generalizado.
De una forma mas simple, se puede definir, a manera de conclusion, que:
Edef = Erey + Eirrev

Donde la primera parte es la energia invertida en provocar solo procesos
reversibles, llamada energia potencial elastica. La segunda parte corresponde a
la irreversibilidad de la energia investida en el proceso. Algunos procesos que
pueden provocar la irreversibilidad del sistema son: plastificacion, fisuracion o

ruptura.
1.5.5. Energia potencial elastica

Se sabe que la energia potencial elastica viene definida como aquella que

puede ser recuperada completamente luego de un proceso en el sistema.

La energia de deformacion se define como el producto de las
componentes de los esfuerzos y deformaciones. Estos productos deben darse

durante el rango elastico para que se respeten las siguientes ecuaciones:

( 1 \
Edef = E z O-ije-ijdV
v ij
Ofx + 05y + 02, — 2V(04x0yy + 0yy0yp + 02,00)  Tiy + Th, + T2y
lEd*"f N 2F 2G av J
%

Donde:

Oij = Oxx> Oyy, 022 Txy, Tyz Tzx SON las componentes del tensor de esfuerzo.
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También se define como las componentes de esfuerzos en un elemento

infinitesimal.

1.55.1. Ley de Hooke y mddulo de elasticidad

La ley de Hooke plantea que, para deformaciones longitudinales, la
deformacion es proporcional a la fuerza e inversamente proporcional al area y
una constante del material. Dicha constante es conocida como modulo de

Young.

Donde E representa el modulo de Young.

“‘La ley de Hooke responde de forma simple y acertada, problemas en
donde las dimensiones transversales de un elemento no se ven comprometidas.

Tal es el caso de sistema masa resorte con un solo grado de libertad™?.

Utilizando el fundamento propuesto por Hooke, se puede formular una
ecuacion que relacione todas las componentes de la deformacion como de los
esfuerzos. Para esta formulacién, el principio de proporcionalidad lineal entre

esfuerzos y deformaciones, se mantiene.
O.ij — Di]’klekl
Donde DUXl es el tensor de elasticidad. Este mddulo de elasticidad

tensorial implica que, en cualquier direccion de deformacion, el esfuerzo es

proporcional.

2 FUNG, Yuen-Chen; TONG, Pin. Classical and computational solid mechanics. p. 196.
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Recordando la funcion de energia planteada anteriormente:

W= %Dijklei]-ekl
Por medio de la propiedad:
a_W = gl
de;; B
1.5.5.2. Médulo volumétrico y de rigidez

En los materiales isotropicos que no presentan cambios de temperatura,
las leyes de Hooke se basan en tres diferentes médulos de elasticidad. El

primero es el ya descrito como médulo de elasticidad longitudinal.
El cambio volumétrico de un material responde a la teoria que, en un

elemento infinitesimal, la deformacién es igual al mismo. El cambio de volumen

de un material es proporcional al esfuerzo medio.

La anterior ecuacion es frecuentemente utilizada en estatica de fluidos,
donde un elemento infinitesimal de liquido es sometido a un esfuerzo medio

producido por la presion.

El coeficiente K es llamado moédulo volumétrico del material.
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Cuando la deformacion se presenta sin un cambio volumétrico, la misma
es proporcional a un esfuerzo desviador. La constante G es llamada modulo de
elasticidad en corte, modulo de corte o modulo de rigidez. Un caso espacial es
donde la deformacion en el plano xy (plano transversal) no es igual a cero, pero

las otras componentes son despreciables, se tiene que:

Oxy = 2Geyy

El coeficiente de dos en la ecuacion se debe a que, antes del

planteamiento tensorial de esfuerzos, se solia definir como y, = 2e,.

1.5.5.3. Modulo de cizalladura

El médulo de elasticidad transversal, también llamado médulo de cizalla,
es una constante elastica que caracteriza el cambio de forma que experimenta
un material elastico (lineal e is6tropo) cuando se aplican esfuerzos cortantes.
Este mddulo recibe una gran variedad de nombres, entre los que cabe destacar
los siguientes: “modulo de rigidez transversal, médulo de corte, médulo de
cortadura, moédulo elastico tangencial, modulo de elasticidad transversal y

segunda constante de Lamé™3.

Para un material elastico lineal e is6tropo, el médulo de elasticidad
transversal es una constante con el mismo valor para todas las direcciones del
espacio. En materiales anisotropos se pueden definir varios moédulos de
elasticidad transversal y en los materiales elasticos no lineales dicho médulo no
es una constante, sino que es una funcion dependiente del grado de

deformacion.

¥ SINGER, Ferdinand. Resistencia de materiales. p. 110.
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Experimentalmente el modulo elastico transversal (0 modulo cortante)
puede medirse de varios modos, conceptualmente la forma mas sencilla es
considerar un cubo como el de la figura 1 y someterlo a una fuerza cortante,
para pequefias deformaciones se puede calcular la razon entre la tension y la

deformacion angular:

o Fl
~ AxA
Figura 3. Diagrama de esfuerzo a corte

Ax

¥

i

Fuente: SINGER, Ferdinand. Resistencia de materiales. p. 110.

1.5.5.4. Potencial arménico

“Se dice que un sistema cualquiera, mecéanico, eléctrico, neumatico, etc.,

es un oscilador arménico si, cuando se deja en libertad fuera de su posicién de
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equilibrio, vuelve hacia ella describiendo oscilaciones sinusoidales, o

sinusoidales amortiguadas en torno a dicha posicién estable”.

En mecanica de materiales, este comportamiento se percibe en el modelo

idealizado de una estructura; en esencia es un sistema de masa resorte.
Se denominard y a la distancia entre la posicion de equilibrio y la masa, al
a que se le denominard& m. Se supondra que la fuerza del resorte es
estrictamente proporcional al desequilibrio:
F=—-ky

Es decir, cumpla la ley de Hooke.

Se denota la constante elastica del resorte como k. El signo negativo

indica que cuando y es positiva, la fuerza esta dirigida hacia las y negativas.

La segunda ley de Newton indica que:

dv d?y
F=ma= ma = mﬁ
Sustituyendo la fuerza se obtiene:
d?y
mger = kY

" YOUNG, Hugh D.; FREEDMAN, Roger A.; FORD, A. Lewis. Sears and Zemansky's university
physics: with modern physics. p. 198.
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La solucién de esta ecuacién diferencial ordinaria es inmediata: las Gnicas
funciones reales (no complejas) cuya segunda derivada es la misma funcion

con el signo invertido son seno y coseno.

y = A cos(wt + ¢)

Donde:
o y es la elongacion.
o A es la amplitud o maxima diferencia con respecto a la posicion de

equilibrio (deriva).
o w es la frecuencia angular.

o ¢ es el angulo de fase.

Es importante notar que, de acuerdo con la conservacién de la energia, la

energia potencial elastica se convierte en energia cinética, es decir:

EO = Ef
1 1
Eky2 = Emv2

En lo anterior se supone que en el momento final se encuentra en la
posicién de equilibrio y dado que no hay amortiguamiento, la energia potencial
se transfiere completamente como energia cinética.

1.55.5. Energia de deformacién

La deformacion es un proceso termodinamico en el que la energia interna

del cuerpo acumula energia potencial elastica. A partir de unos ciertos valores
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de la deformacion se pueden producir transformaciones del material y parte de
la energia se disipa en forma de plastificado, endurecimiento, fractura o fatiga

del material.

Cuando un sélido se deforma, en parte aumenta su energia interna, este
aumento de energia puede ocasionar cambios termodinamicos reversibles y/o
cambios termodinamicos irreversibles. Por tanto, la energia de deformacion

admite la siguiente descomposicion:

Edef = Erey + Eirrev

1.5.6. Resistencia de materiales

La resistencia de materiales es una rama del estudio de la ingenieria
donde se busca simplificar las relaciones entre los esfuerzos y deformaciones
en un material o sistema estructural. La simplificacién se logra restringiendo la
forma como la carga es aplicada y definiendo secciones prismaticas continuas
en todo el elemento. Cuando el sistema estructural o material posee geometrias
no prisméaticas, se deben utilizar métodos numéricos basados en la teoria de

elasticidad en la mecéanica de so6lidos, como el método de elementos finitos.

1.5.6.1. Tipos de esfuerzos

Para caracterizar los tipos de esfuerzo que existen, es necesario entender

de dénde viene dicho concepto.

“Si se imagina una pequefia superficie en el interior de un cuerpo, la primera
incognita que se genera es la interaccion de superficie con el cuerpo. Si la
superficie es suficientemente pequefia AS, donde un vector unitario v ortogonal al
plano y dirigido hacia el exterior del cuerpo indica la direccion positiva de la
superficie, se sabe que en la parte positiva de dicha superficie una fuerza es
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expulsada. Como el sistema se encuentra en eqijsilibrio, se sabe que una fuerza
de misma magnitud y direccion contraria la anula”>.

Las condiciones de la fuerza dependen del plano, por lo que la misma es

restringida por el area y por la orientacion.

Si el area tiende a cero, la relacion entre la fuerza y el area tiene al limite

d

F . . . ., .
= Debido a que la superficie tiende a cero, la fuerza no genera rotacion debido

a la ausencia de un brazo de momento.

Esta relacion limite es un vector, por lo que, en la mecénica de sélidos, se

define como:

%_dF
—ds

Donde el simbolo v representa la direccién normal positiva al plano.

El caso anterior representa la forma general de la definicion de esfuerzo.
Si se considera el caso especial en donde el plano es paralelo a uno de los
planos coordenados y asumimos que la direccién positiva es la misma que en el
plano coordenado, y si se separa la fuerza en sus componentes, se obtiene el

siguiente diagrama.

® FUNG, Yuen-Chen; TONG, Pin. Classical and computational solid mechanics. p. 196.
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Figura 4. Tensor de esfuerzos

T33
A
T3z
T3 » ’
23
T3
X T22
3 T21
T2
™

/ T

X1
Fuente: TONG, Pin. Classical and computational solid mechanics. p. 66.

El gréafico representa los tres posibles planos que podrian existir con base

en las suposiciones.

La notacion para dicho esfuerzo es t;;, en donde el subindice i representa

la direccion del plano en donde actiua la fuerza y j representa la direccién de la

componente de la fuerza.

Si se suman los tres vectores, se llega a la definicién del estado limite de
esfuerzos. Cuando la componente de la fuerza es paralela al vector director del
plano, se dice que el esfuerzo es axial. Si la componente de la fuerza es

ortogonal a la direccién del plano, se dice que el esfuerzo es cortante.
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Para definir si el estado de esfuerzos es positivo 0 negativo, hace falta
analizar la direccion de las fuerzas en los planos que son paralelos a los planos

coordenados.

Los esfuerzos axiales son positivos, si la componente de la fuerza es
paralela al vector director del plano paralelo al plano coordenado. En este caso
el elemento sufre un alargamiento, por lo que la tension implica un esfuerzo

axial positivo y la compresién, negativo.

Los esfuerzos cortantes son positivos si las componentes de la fuerza,
ortogonales al vector director del plano paralelo al plano coordenado, son
también paralelas a los vectores directores de los planos coordenados

restantes.

1.5.6.2. Esfuerzos de compresion y tension

producidos por carga axial y flexion

Como se describid anteriormente, los esfuerzos axiales son aquellos que

se producen por la componente de una fuerza que es transversal a un plano.

“Cuando una carga se aplica en el centroide de la seccién transversal de
un elemento con forma prisméatica, la fuerza se distribuye de igual modo en toda
la seccion. Esto se puede demostrar cortando el elemento por medio de un
plano en cualquier parte del mismo, siendo el mismo perpendicular a la

carga”®.

'° SINGER, Ferdinand L.; PYTEL, Andrew. Streght of materials. p. 97.
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Figura 5. Carga axial sobre elemento

v P

Fuente: elaboracion propia, empleando AutoCAD.

El equilibrio debe existir tanto traslacinalmente como rotacionalmente, por
lo que las fuerzas elementales respecto a un punto arbitrario en el plano deben
general un momento antiparalelo al producido por la carga axial. Esto se puede

resumir en la siguiente expresion

P=[dP=[odA
Pb=[xdP = [xcdP

El término Pb representa el momento producido por la carga axial respecto

a un punto de referencia arbitrario.

Las expresiones anteriores demuestran que, si la seccion es continua, la

resultante de todas las fuerzas infinitesimales es una carga P aplicada en el
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centroide y, por lo tanto, el esfuerzo producido por ella es igual al producido por

las cargas infinitesimales.

Esto se resume por medio de la expresion:

Q
I
| o

Figura 6. Esfuerzo axial

Fuente: IMAZ, Roberto. Resistencia de materiales. p. 5.

Si una carga es aplicada excéntrica al centroide de la seccién trasversal
de un elemento o si esta se aplica perpendicular al centroide de la seccién
transversal, el efecto sobre el elemento es generar un momento, debido al

brazo generado con respecto al centroide.
Si se asume que un momento se aplica sobre una seccion transversal, el

momento generara una deformacion que se asume es un arco circular con radio

p, que va desde un centro desconocido O y el eje centroidal del elemento.
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Figura 7. Deflexion en seccion de viga

Fuente: SINGER, Ferdinand. Resistencia de materiales. p. 123.

Dado que el elemento se deforma a lo largo de todo su eje, tomamos una
deformacion infinitesimal, correspondiente a un angulo infinitesimal dé con
respecto al centro O. Esta deformacioén infinitesimal puede ser tratada como una

diferencia infinitesimal lineal, en lugar de arco circular, entonces:
§=hk=ydo

La deformacion se obtiene dividiendo el alargamiento entre la longitud

inicial ef, de la fibra del elemento:

§ ydo
L ef

Utilizando el radio p, la longitud ef es igual a pdf, por lo que la

deformacion unitaria vale:
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Suponiendo que el material es homogéneo y obedece la ley de Hooke, el

esfuerzo en la fibra gh esta dado por:

Esta expresion indica que el esfuerzo en cualquier fibra es directamente
proporcional a su distancia y a la superficie neutra, ya que se ha supuesto que
el médulo elastico es igual a tensién que a compresion. El radio de curvatura p

de la superficie neutra es independiente de la ordenada y de la fibra.

Se aplican las condiciones de equilibrio par completar la deduccion de la
férmula de esfuerzo a flexiébn. Dado que las fuerzas externas se equilibran y los

cortes internos se equilibran, la condicion de equilibrio indica que:

E f dA=0
—_ Zy —
P

La integral es producto de inercia que es nulo Unicamente en el eje

centroidal. De la condicion de equilibrio en momentos se deriva que:

Se sabe que [ y?dA es el momento de inercia |, del area con respecto al

eje centroidal, por lo que:
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Es decir, el esfuerzo es proporcional al momento y a distancia de la fibra

esforzada con respecto al eje neutro.

1.5.6.3. Esfuerzos de corte producidos por flexion

y torsion

“El esfuerzo cortante, de corte, de cizalla o de cortadura es el esfuerzo
interno o resultante de las tensiones paralelas a la seccion transversal de un
prisma mecanico como por ejemplo una viga o un pilar. Se designa

variadamente como T, V o Q"*".

Los esfuerzos cortantes o esfuerzos de cortadura provocan la aparicion de
tensiones de cortadura dentro de la seccion en la que acttan. Las tensiones de

cortadura se caracterizan porque:

No provocan cambio de volumen, sélo producen una deformacion angular.
La proporcionalidad entre el angulo deformado y la tensién viene dada por el

modulo de elasticidad en cortadura o médulo de cortadura G, donde:

' SINGER, Ferdinand L.; PYTEL, Andrew. Streght of materials. p. 97.
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‘- E
C2(1+v)

Son iguales en magnitud y opuestos en sentido para caras paralelas.

Figura 8. Esfuerzos de corte en un elemento infinitesimal
dx
T
yx
4+
[ = > X
T
H“"-..; ":’
"-‘
d-,,r T:',f T T::.-
~__ 7|
\ J Ty~
y

Fuente: BADIOLA, V. Principios basicos de resistencia de materiales. p. 15.

La mayoria de elementos sometidos a flexion tienen fuerzas de cortadura
(debido a sus condiciones de apoyo y tension interna) y momentos flectores.
Solo ocasionalmente se encuentran elementos sometidos a flexion pura (el
caso de elemento cargado excéntricamente es un ejemplo de flexion mas

tensiones internas).
La formula de flexion se desarrolla asumiendo flexion pura. De hecho, la

razon de dicha hipétesis ha sido simplemente eliminar los complicados efectos

de las tensiones de cortadura.
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Se considera un elemento sometido a fuerzas de cortadura y momentos

flectores.
Considérese un elemento dx de la viga. Supdngase que la seccion es
arbitraria. Se traza un plano horizontal cortando a la seccion y paralelo al plano

XZ. Se separa y queda con la parte superior.

Figura 9. Esfuerzo cortante alo largo de un plano

Fuente: BADIOLA, V. Principios basicos de resistencia de materiales. p. 16.

Donde:

° T es el esfuerzo cortante.
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o dR el esfuerzo tangencial horizontal, contenido en el plano horizontal del

corte dado a la pieza.

o N tensiones debido a flexion.

o I, es el momento de inercia de toda la seccion.
o S; el momento estatico del area I.

o y distancia a la fibra neutra.

Debida a la flexion se producen tensiones en cada punto dA, que daran
una resultante N en una cara y otra en la cara opuesta N + dN. Para que el
elemento esté en equilibrio es necesario una solicitacion dR en el plano

horizontal que se denotara como esfuerzo tangencial horizontal.

N—(N+dN)+dR =0

M+ dM M+ dMm M+ dM
M+ dM
N+dN=(I—)y
M U P
M
N:I—Si

Se sustituye para obtener:

dM
dR = _Si

., L - aM
De la ecuacion de la elastica se deduce que = T, por tanto:
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TS;
dR = —dx

Tal ecuacion es conocida como la férmula del esfuerzo tangencial

horizontal.

Una vez obtenido dR, se pueden deducir las tensiones de cortadura
asumiendo una distribucion uniforme de las mismas en todo lo ancho de la

seccion.

_ dR _ TSidx _TSL
edx edxl, el

Ty

La anterior es la expresion que define el corte en un elemento sometido a

flexién; sin embargo, este no es el Unico tipo de carga que produce flexion.

“Cualquier vector colineal con un eje geométrico de un elemento mecanico
se denomina torsor (es decir, el vector que ejerce torsién sobre el elemento)™®.

Se consideraran las siguientes hipotesis:
Sobre el cilindro actda un torsor puro (mismo momento torsor en cualquier
seccion), y las secciones transversales analizadas estan lejos de cambio de

seccién y lejos de punto de aplicacion de carga.

Secciones transversales plana y paralelas antes de aplicacion del torsor

permanecen asi después de torsion, y lineas de rectas permanecen rectas.

Se cumple la ley de Hooke

¥ BADIOLA, V. Principios basicos de resistencia de materiales. p. 15.
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Considérese un cilindro empotrado sometido a un momento torsor. Sobre
un elemento dx a una distancia p del eje X, el torsor provoca una deformacién

angular ytalque t = Gy .

Figura 10. Efecto de torsion sobre cilindro empotrado

Fuente: BADIOLA, V. Principios basicos de resistencia de materiales. p. 19.

Por otro lado, asumiendo régimen elastico lineal, las deformaciones se

asumen pequefias, y por lo tanto:

po
tan(y) =y = A

Y sustituyendo esta expresion en la ecuacion de elasticidad perfecta:

Tomando una seccion cualquiera del cilindro:
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Figura 11. Seccidn de cilindro empotrado sometido a torsion

I
A

>

e

. G

Fuente: BADIOLA, V. Principios basicos de resistencia de materiales. p. 19.
dT = pdF = ptdA

E integrando

Gpb o
=fde=fprdA fp—pdA—— pPdA =Gzl

Donde I,, se define como el momento polar de inercia.

Despejando el &ngulo de giro:

_TL
Gl
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Se concluye que:

El angulo maximo de giro 6 se produce en el extremo del cilindro, y en la

seccién empotrada el &ngulo de giro es nulo (definicion de empotramiento).

La tensién a cortadura maxima se produce en la periferia del cilindro,
p = R, ademas, los esfuerzos de corte en el centro del cilindro son iguales a

cero.

En barras no circulares, el célculo a torsion resulta dificil, por lo que se

emplea el método de elementos finitos.

15.7. Deformacién unitaria

“La deformacién es el cambio en el tamafio o forma de un cuerpo debido a
esfuerzos internos producidos por una o mas fuerzas aplicadas sobre el mismo

o la ocurrencia de dilatacion térmica™?®,

La magnitud mas simple para medir la deformacién es lo que en ingenieria se
llama deformacion axial o deformacion unitaria. Se define como el cambio de

longitud por unidad de longitud:

¥ SINGER, Ferdinand L.; PYTEL, Andrew. Streght of materials. p. 97.

45



Donde s es la longitud inicial de la zona en estudio y s’ es la longitud final
o deformada. Es Util para expresar los cambios de longitud de un cable o un
prisma mecanico. La deformacion calculada de acuerdo a la ecuacion anterior
es la principal usada en ingenieria. En la practica se pueden usar otras medidas

relacionadas con estas como el estiramiento:

~

S
A=—=1+e¢
S

La deformacion axial logaritmica o deformacion de Hencky que se define

como:
€y =In(1) =In(1 + €)
La deformacion de Green-Lagrange viene dada por:

1 (1+e)-1 e? e%n—1
_ (12 _1) = A —_———
E—S(/l 1) > e+2 >

La deformacién de Euler-Almansi viene dada por:

EE:E 1_ﬁ

1( 1) 1+% 1— e 2¢H

En la mecanica de solidos deformables la deformacion puede tener lugar
segun diversos modos y en diversas direcciones, y puede ademas provocar
distorsiones en la forma del cuerpo; en esas condiciones la deformacion de un
cuerpo se puede caracterizar por un tensor (mas exactamente un campo

tensorial) de la forma:
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€11 €12 €313
D =|€1 €22 €33
€31 €32 €33

Donde cada una de las componentes de la matriz anterior, llamada tensor
deformacion, representa una funcién definida sobre las coordenadas del cuerpo
que se obtiene como combinacion de derivadas del campo de desplazamientos

de los puntos del cuerpo.

1.5.8. Diagrama de esfuerzo - deformacion unitaria

El diagrama de esfuerzo - deformacion expresa tanto el esfuerzo como la
deformacion en términos de las dimensiones originales (longitud), un
procedimiento muy 0til cuando se esta interesado en determinar los datos de

resistencia y ductilidad para propésito de disefio en ingenieria.

La curva esfuerzo real - deformacion real (denominada frecuentemente,
curva de fluencia, ya que proporciona el esfuerzo necesario para que el metal
fluya plasticamente hacia cualquier deformacién dada), muestra como
evoluciona el esfuerzo y la deformacién unitaria de un elemento sometido a

ensayo.
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Figura 12. Diagrama de esfuerzo — deformacion unitaria
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\\ Zona elastico-plastica

Fuente: NILSON, Arthur. Disefio de estructuras de concreto. p. 56.

En el diagrama se puede caracterizar diferentes zonas:

Limite de proporcionalidad (punto a del gréfico), es el punto que
determina el limite de proporcionalidad, es decir, donde la ley de Hooke
es vdlida. Posterior a este punto, el material o sistema estructural deja
tener esfuerzos proporcionales sus deformaciones unitarias y se

considera que empieza si fase elastoplastica.

El limite elastico (punto b del grafico) es aquel punto que separa la zona
elastica (la cual contiene una parte de la zona elastoplastica) de la zona
plastica, es decir, zona donde el material no es capaz de recuperar su

forma original.

Limite de fluencia (f;, punto c de la grafica) es el esfuerzo maximo al que
el material es capaz de recuperar parcialmente su forma. Este punto
puede o no manifestarse, siendo tipico del acero al carbono, mientras

gue otras aleaciones, o materiales fragiles no lo manifiestan.
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o Esfuerzo maximo (T, punto d de la gréafica) es la maxima ordenada en la

curva esfuerzo deformacion unitaria.

o Esfuerzo de rotura (punto e de la grafica) es el esfuerzo generado al
momento de la ruptura. En sistemas estructurales, este punto es

considera como el esfuerzo de colapso.
Dada la alta capacidad de los postes, generalmente, no es posible
observar todas las fases descritas anteriormente, siendo la fluencia el punto

maximo de carga, por tanto, el diagrama a utilizar se simplifica como:

Figura 13. Diagrama esfuerzo deformacién para postes
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Fuente: elaboracién propia, empleando R.

Es decir, unicamente abarcara el limite de proporcionalidad, el limite

elastico y posiblemente el esfuerzo de fluencia.
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1.5.8.1. Zona elastica

‘La zona elastica se encuentra delimitada superiormente por el limite
elastico, también denominado limite de elasticidad. Esta es la tension maxima
que un material elastoplastico puede soportar sin sufrir deformaciones
permanentes. Si se aplican tensiones superiores a este limite, el material
experimenta un comportamiento plastico con deformaciones permanentes y no
recupera espontaneamente su forma original al retirar las cargas. En general,
un material sometido a tensiones inferiores a su limite de elasticidad es

deformado temporalmente de acuerdo con la ley de Hooke®.

1.5.8.1.1. Médulo de Young

El médulo de Young o médulo de elasticidad longitudinal es un parametro
gue caracteriza el comportamiento de un material elastico, segun la direccion en

la que se aplica una fuerza.

Para un material elastico lineal e is6tropo, el modulo de Young tiene el
mismo valor para una traccion que para una compresion, siendo una constante
independiente del esfuerzo siempre que no exceda de un valor maximo
denominado limite elastico, y es siempre mayor que cero: si se tracciona una

barra, aumenta de longitud.

Tanto el modulo de Young como el limite elastico son distintos para los
diversos materiales. EI modulo de elasticidad es una constante elastica que, al

igual que el limite elastico, puede encontrarse empiricamente mediante ensayo

Y OUNG, Hugh D.; FREEDMAN, Roger A.; FORD, A. Lewis. Sears and Zemansky's university
physics: with modern physics. p. 96.
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de traccion del material. Ademas de este modulo de elasticidad longitudinal,
puede definirse el modulo de elasticidad transversal de un material.

Como se describioé anteriormente, el moédulo de Young es:

B[l

Para materiales anisotropos:
E=LE,+E, +1,E,

En donde (l,,1,,1,) son los cosenos directores de la direccion en que se mide el

mddulo de Young respecto a tres direcciones ortogonales dadas.
1.5.8.1.2. Resiliencia

“Se llama resiliencia de un material a la energia de deformacién (por
unidad de volumen) que puede ser recuperada de un cuerpo deformado cuando
cesa el esfuerzo que causa la deformacién”?. La resiliencia es igual al trabajo

externo realizado para deformar un material hasta su limite elastico:

3
Eres =f o(e)de
€

0

* GARCIA REYES, Luis. Disefio estructural aplicada al disefio sismico. p. 78.
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Figura 14. Resiliencia
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Fuente: elaboracion propia, empleando R.
El &rea de color azul es la resiliencia.
1.5.8.2. Zona elastoplastica
La zona elastoplastica se encuentra delimitada inferiormente por el limite
elastico y superiormente por el limite plastico. En esta zona los materiales
tienden a adquirir deformaciones permanentes, sin embargo, son capaces de

recuperar su forma original luego de un prolongado tiempo.

“Dada la variabilidad poco predecible de esta zona, los modelos tienden a

incluir esta zona como elastica o plastica. Los modelos mas complicados
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ponderan el comportamiento de la zona como una combinacion del

comportamiento elastico y plastico”®.

1.5.8.3. Zona plastica

La plasticidad es un comportamiento mecanico caracteristico de ciertos
materiales consistente en deformarse permanente e irreversiblemente cuando
se encuentra sometido a tensiones por encima de su rango elastico, es decir,

por encima de su limite eléstico.

En los metales y sistemas estucturales, la plasticidad se explica en

términos de desplazamientos irreversibles de dislocaciones.

1.5.8.3.1. Tenacidad

La tenacidad es la energia de deformacion total que es capaz de absorber
o acumular un material antes de alcanzar la rotura en condiciones de impacto,
por acumulacién de dislocaciones. Se debe principalmente al grado de cohesién
entre moléculas. En mineralogia la tenacidad es la resistencia que opone un

mineral u otro material a ser roto, molido, doblado, desgarrado o suprimido.

Noétese que para un material viscoelastico dicha energia dependeria de la
evolucion de velocidad deformacién, mientras que en materiales elastoplasticos

es independiente de ellos.

Si un material o elemento estructural se somete a un ensayo cuasi

estético, la tenacidad puede medirse como:

2 GARCIA REYES, Luis. Disefio estructural aplicada al disefio sismico. p. 79.
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Figura 15. Tenacidad
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Fuente: elaboracion propia, empleando R.

La tenacidad es el area bajo toda la curva esfuerzo deformacién unitaria.

Por definicidn, la tenacidad es siempre mayor a la resiliencia.

1.5.8.4. Endurecimiento plastico

El endurecimiento por deformacion (también llamado endurecimiento en
frio o por acritud) es el endurecimiento de un material por una deformacion
plastica a nivel macroscépico que tiene el efecto de incrementar la densidad de

dislocaciones del material. A medida que el material se satura con nuevas
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dislocaciones, se crea una resistencia a la formacién de nuevas dislocaciones y
a su movimiento. Esta resistencia a la formacién y movimiento de las
dislocaciones se manifiesta a nivel macroscépico como una resistencia a la

deformacion plastica.

“En cristales metalicos, el movimiento de las dislocaciones es lo que produce la
deformacion plastica (irreversible) a medida que se propagan por la estructura del
cristal. A temperaturas normales cuando se deforma un material también se crean
dislocaciones, en mayor niumero de las que se aniquilan, y provocan tensiones en
el material, que impiden a otras dislocaciones el libre movimiento de estas. Esto
lleva a un incremento en la resistencia del material y a la consecuente
disminucién en la ductilidad”.

1.6. Histéresis

La histéresis es la tendencia de un material a conservar una de sus
propiedades en ausencia del estimulo que la ha generado. Se pueden encontrar
diferentes manifestaciones de este fendmeno. Por extension se aplica a
fendmenos que no dependen solo de las circunstancias actuales, sino también

de cdmo se ha llegado a esas circunstancias.

La curva de histéresis muestra la curva de deformaciéon de un material.

Sea cual sea el material especifico, la forma tiene caracteristicas similares.

Al principio, la deformacion requiere un mayor esfuerzo. Este intervalo es

la llamada zona reversible.

En un determinado punto, la deformacion se produce de forma

proporcional. En ese punto se inicia la denominada zona lineal.

*® GARCIA REYES, Luis. Disefio estructural aplicada al disefio sismico. p. 81.
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Finalmente, se llega un instante a partir del cual el material tiende a
comportarse plasticamente, siendo esta zona caracterizada por una transicion

en la cual la deformacion aumenta mientras que el esfuerzo no lo hace.

Figura 16. Curvas de histéresis para proceso de cargay descarga de
un poste
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Fuente: elaboracién propia, empleando Excel.
La grafica representa el proceso de carga y descarga en ciclos sucesivos.

La histéresis se caracteriza por el hecho de que el material no tiene la misma

trayectoria de carga y descarga.
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Figura 17. Hoja de histéresis

Fuente: elaboracion propia, empleando R.

El area verde constituye la hoja de histéresis. Esta region constituye la
cantidad de energia que el material es capaz de disipar en forma de
deformacion permanente, calor, fisuracion. El area bajo el limite inferior de la
curva de histéresis constituye la energia que el material puede transformar

como energia cinética.

La histéresis de un material también constituye una medida de a
capacidad de disipar energia. Entre mayor sea la energia disipada por un
material, mayor sera la histéresis del mismo (lo que es equivalente a una region

de absorcién de energia menor).
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1.6.1. Materiales y elementos estructurales elasticos e
inelasticos

Por definicion, el comportamiento elastico implica la ausencia de cualquier

deformacion permanente debido a que se haya aplicado y retirado la fuerza.

“Algunos materiales exhiben una relacion esencialmente lineal entre esfuerzos y
deformaciones, y se denominan materiales linealmente elasticos. Otros materiales
muestran alguna curvatura en sus relaciones esfuerzo deformacion, y se
denominan materiales no linealmente eldsticos. En ambos casos la curva de
carga y de descarga es la misma. Un tercer caso es el material ineléstico, en el

cual la descarga no ocurre siguigndo la misma trayectoria de la carga y se
presenta deformacién permanente”*.

Figura 18. Comportamiento de materiales elasticos y elastoplasticos
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>
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Fuente: GARCIA REYES, Luis. Dinamica estructural aplicada al disefio sismico. p. 121.

** GARCIA REYES, Luis. Disefio estructural aplicada al disefio sismico. p. 85.
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En general, la clasificacion anterior hace referencia al comportamiento del
material en el rango inicial de carga, cuando los esfuerzos y las deformaciones

son pequefias.

1.6.2. Concreto estructural

El concreto reforzado es la union de dos materiales con propiedades
mecanicas totalmente diferentes. Para solicitaciones estaticas, las
caracteristicas de los dos materiales han obligado a respaldar los criterios de

disefio con investigaciones experimentales.

Con el fin de ilustrar el comportamiento histerético de elementos de
concreto reforzado, se presenta la respuesta ante cargas alternantes de una
viga en voladizo, con refuerzo longitudinal simétrico. La viga se somete a un
programa de deformaciones consistente en dos ciclos completos de deflexiones
verticales iguales en las dos direcciones. Las deformaciones se logran por
medio de fuerzas verticales aplicadas en el extremo libre del voladizo. Se
supone que el refuerzo longitudinal de la viga est4 adecuadamente anclado de
tal manera que no haya problemas de adherencia del refuerzo. Igualmente, se

supone gue dispone de suficiente refuerzo transversal.
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Figura 19. Comportamiento del concreto bajo cargas ciclicas
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Fuente: GARCIA REYES, Luis. Disefio estructural aplicada al disefio sismico. p. 124.

En la figura se muestra el primer ciclo de respuesta en términos de la

fuerza aplicada y del desplazamiento vertical en el extremo libre del voladizo. El
primer cuarto de ciclo de respuesta muestra tres etapas bastante bien definidas:

AB, BC v CD. La etapa AB representa la respuesta de la viga antes de que
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ocurra fisuracion del concreto en tension en la parte superior de la seccion. La
apariciéon de la primera fisura, usualmente en la base del voladizo, reduce

apreciablemente la rigidez de la viga.

Esta reduccion es mayor al comienzo, cerca a B, y luego va disminuyendo
gradualmente en la medida que se acerca al punto C; y es consecuencia de la
mayor fisuracion, de la aparicion de deformaciones en el rango inelastico del
concreto, de la reducciéon de la zona de compresién al subir la localizacion del
eje neutro de la seccion, y del resbalamiento del acero de refuerzo debido a la
disminucién de su adherencia al concreto. La reduccion en rigidez puede verse
a través de la diferencia entre kg y kcR; corresponde la primera a la seccién no
fisurada y la segunda a la seccion fisurada, cuando el refuerzo en tension esta

llegando al punto de fluencia.

En el punto C el acero superior de la viga, el cual esta en tension, fluye
llegando a fy. En este punto, la viga tipicamente tiene una serie de microfisuras
de diferente longitud vertical, con su trayectoria dictada por el estado de

esfuerzos principales que existen en una viga no fisurada.

“Es importante anotar que el comportamiento descrito corresponde al de
un elemento que disipa energia por flexion. Para lograr este comportamiento
debe garantizarse que el elemento no falle por esfuerzos cortantes o por

ausencia de un refuerzo transversal de confinamiento adecuado”?.

1.6.3. Modelos matematicos de histéresis

El comportamiento inelastico de elementos estructurales construidos con

diferentes materiales es complejo y sensitivo a un gran niumero de variables. En

® GARCIA, Luis. Disefio estructural aplicada al disefio sismico. p. 124.
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general, dentro del alcance de toda investigacion experimental, se formula un
modelo matematico que permita describir, o mas fielmente posible, el
fendmeno investigado. Por esta razon, el nimero de modelos matematicos de
histéresis ha aumentado al ritmo de la creciente investigacion en el tema.
Muchos de ellos son derivaciones y refinamientos de modelos anteriores. Se
describiran tres modelos de histéresis: el elastoplastico, el de Rarnberg-Osgood

y a un modelo de rigidez degradante.

1.6.3.1. Modelo elastoplastico

El modelo mas simple para describir la histéresis de curvas fuerza-

desplazamiento es el modelo elastoplastico.

El modelo elastoplastico tiene una descripcibn matematica relativamente
simple y su implementacion dentro de algunos de los métodos de solucion
relativamente sencilla. Basta reemplazar el término ku de las ecuaciones de
equilibrio dinamico por la fuerza que efectivamente lleva el resorte, la cual ya no
depende directamente de la deformacién u del sistema, dado que se presentan

deformaciones inelasticas.
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Figura 20. Modelo elastoplastico

Fuente: GARCIA, Luis. Dinamica estructural aplicada al disefio sismico. p. 135.

Dentro del modelo elastoplastico, el material se comporta como un
material totalmente elastico, con rigidez k, hasta que llega al nivel de la fuerza
de fluencia Fy, y a este punto hay deformacion sin que se presente un aumento

en la fuerza.

La acumulacién de energia de deformacion corresponde al area bajo la
curva de carga. Cuando hay una descarga, la energia de deformacion que el
sistema trasfiere a energia cinética corresponde al area bajo la curva de
descarga. La diferencia entre las dos areas corresponde a energia disipada por

el sistema y que se convierte en calor, ruido u otros tipos de energia.
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Figura 21. Energia acumulada, disipada y transformada en el modelo

elastoplastico
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Fuente: GARCIA, Luis. Dinamica estructural aplicada al disefio sismico. p. 135.

1.6.4. Modelo de Ramberg-Osgood

Un modelo de histéresis que se ajusta a las curvas fuerza-deformacion de

varios materiales, fue desarrollado por W. Ramberg y R. Osgood en 1943.

El modelo esta descrito por la siguiente ecuacion:
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Figura 22. Modelo de Ramberg-Osgood
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Fuente: GARCIA, Luis. Dinamica estructural aplicada al disefio sismico. p. 140.

La definicion de F,, y U,. esta basada en la medicion del limite

proporcional en el ensayo de un material inelastico por el método del
corrimiento. El parametro a define la rigidez de la curva esqueleto, k.,; y esta

relacionada de la siguiente manera con la rigidez original k,:
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El exponente r, en conjunto con «, definen la rigidez en el punto de

fluencia, k4, de la siguiente manera:

Dada la gran complejidad del modelo, se ha simplificado a una forma

funcional en términos del esfuerzo y a la deformacién unitaria:

En donde tanto C como m son parametros. El modelo describe una parte
gue es la deformacién elastica y una parte que corresponde a una deformacion
permanente. Si se reescribe el modelo tomando en cuenta que el esfuerzo esta
en funcion de la deformacién unitaria y se hace supuesto respecto a la parte

elastica y la uniformidad del material, el modelo se puede reescribir como:
o = Py + B11n(e)
1.6.4.1. Modelo de degradacion de rigidez
Este modelo es especialmente bueno para modelar la respuesta de

estructuras de concreto reforzado con caracteristicas de degradacion de rigidez

(tal es el caso de la mamposteria de concreto).
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En este modelo la respuesta se describe por medio de segmentos rectos.
La parte matemética del modelo es algo compleja dada la gran cantidad de
posibilidades de rigidez durante la recarga y la descarga del elemento.
Posteriormente, se han realizado numerosos estudios donde se han evaluado
las bondades de diferentes modelos, muchos de los cuales permiten realizar

simplificaciones importantes que reducen el trabajo numérico.

Figura 23. Modelo de degradacion de rigidez

FA x
YA C max =
i
/
*ab j‘i’_‘}h
| e
5 > 1
yi K e}
m u
}
punto donde se 7 fae——— ] X
inicla la descarga Xm

Fuente: GARCIA, Luis. Dinamica estructural aplicada al disefio sismico. p. 144.

El modelo permite simular el efecto que tienen las fisuras dentro de una
estructura de concreto que se encuentra subreforzado o estructuras de

mamposteria (muros de corte).
Una variacion del modelo simula la degradaciéon de rigidez como

transiciones de polinomios de tercer o mayor grado, planteando la hipétesis de
que el punto de inflexion es el punto en donde se produce la fisura.
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1.6.5. Ductilidad

La ductilidad es una propiedad que presentan algunos materiales, como
las aleaciones metéalicas o materiales asfalticos, los cuales bajo la accion de
una fuerza, pueden deformarse plasticamente de manera sostenible sin
romperse, permitiendo obtener alambres o hilos de dicho material. A los
materiales que presentan esta propiedad se les denomina ddctiles. Los
materiales no ductiles se califican como fragiles. Aunque los materiales ductiles
también pueden llegar a romperse bajo el esfuerzo adecuado, esta rotura solo
sucede tras producirse grandes deformaciones.

En otros términos, un material es ductil cuando la relacion entre el
alargamiento longitudinal producido por una traccién y la disminucion de la

seccion transversal es muy elevada.

En postes de concreto reforzado, la ductilidad es proveida por el refuerzo

transversal y longitudinal que no esta sometido a presfuerzo.

La ductilidad se clasifica en:

o Ductilidad de curvatura: cuando la ductilidad se mide con respecto a la
curvatura de la seccion del elemento estructural. La curvatura se define
como el cociente entre el momento flector aplicado y la rigidez de la

seccion.
o Ductilidad de rotacion: cuando la ductilidad se mide con respecto a la

rotacion que tiene un sector longitudinal del elemento estructural. La

rotacién se define como la pendiente de la linea elastica del elemento
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medida con respecto a la posicion original del eje longitudinal del

elemento.

1.6.6. Aplicacion a la dinamica de estructuras

El limitar el estudio de la dindmica estructural a sistemas linealmente
elasticos reduciria su rango de aplicacion enormemente; pues la gran mayoria
de los materiales estructurales muestran dentro del rango de esfuerzos
utiizados en la préactica, en alguna medida, caracteristicas inelasticas
(recuérdese que el disefio de marcos especiales de concreto reforzados toma

en cuenta la ductilidad del marco).

“Algunos materiales como el concreto son inelasticos en casi todo el rango
atil de esfuerzos. Ademas, en la respuesta de estructuras sometidas a los
efectos de sismos fuertes, seguramente estas actuaran mas alla del rango
elastico: permitiendo que parte de la energia que impone el movimiento sismico
se pierda como energia disipada; reduciendo la energia que se convierte en
energia cinética y disminuyendo las fuerzas inerciales a que se ve sometida la
estructura. En principio, en el analisis de la respuesta dinamica de una
estructura, hay necesidad de disponer de una relacién fuerza-desplazamiento
que describa lo que ocurre en la estructura, para cualquier nivel de
desplazamiento y a cualquier velocidad de deformacion, durante una serie de

solicitaciones alternantes”?.

Dado que una falla fragil en un material o sistema estructural viola el
objetivo de que la sobreviva a cargas dinamicas, se buscan maneras de
disponer y diseflar los materiales estructurales para que respondan

dinAmicamente en el rango inelastico, sin pérdida grave de la resistencia y

*® GARCIA REYES, L. Disefio estructural aplicada al disefio sismico. p. 50

69



estabilidad del sistema estructural. Esta particularidad de los materiales de
resistir deformaciones en el rango inelastico sin falla se ha enmarcado dentro

de términos tales como ductilidad y tenacidad.

La aplicacién de la curva de histéresis permite determinar el grado de
disipacion de energia de un sistema estructural junto a los esfuerzos asociados,
gue permite la calibracién del sistema para que cumpla con los requerimientos

dindmicos y de resistencia.
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2. MARCO METODOLOGICO

2.1. Ensayos de postes a flexion

Uno de los factores importantes que intervienen en el disefio y uso
econoémico de los postes para el soporte de paramos y lineas eléctricas es el
valor de la tension maxima de la fibra para los diferentes tipos de postes. Para
obtener informacion sobre esta caracteristica, pruebas mecanicas en postes de

tamafio natural han sido realizadas por numerosos investigadores.

Estos ensayos se han realizado de diferentes formas, utilizando maquinas
de ensayo, sosteniendo la base de poste horizontalmente en una cuna y
aplicando carga puntual o colocando los postes en la tierra y aplicando carga en

la punta (usualmente con polipasto).

En este trabajo se describe el método de Cantiléver, este es conveniente
dado la facilidad de reproduccion, ademas de ser el método de ensayo utilizado

en la Seccién de Estructuras del Centro de Investigaciones de Ingenieria.
2.1.1. Normas relacionadas
o Calidad de los postes
Para postes de concreto presforzado se sugiere la norma ASTM C1089.
La norma cubre postes de concreto presforzado fundido para usar como
soporte estructural de alumbrado publico, sefiales de trafico y transmision,

distribucion y lineas de comunicacién.
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La norma da las bases de aceptacion de postes de concreto centrifugado
presforzado. La aceptabilidad depende de los resultados de las pruebas de
flexion a gran escala (tamafio natural), siendo esta comparada con la base de la
certificacion del producto (es decir, el disefio del poste) y los datos de pruebas
histéricas de otros postes iguales 0 mas grandes. La aceptacion de un poste
depende de los requisitos de resistencias especificados por el comprador.

La norma exige un recubrimiento del concreto de acero de 19 mm. Para

los postes de alumbrado publico, se requiere un recubrimiento de 13 mm.

El espaciado de la espiral de hacer debe tener un maximo de 102 mm,
excepto en los extremos (medidos desde la parte superior o inferior hasta una

distancia de 305 mm) donde el espacio maximo sera de 25 mm.

Los postes deben disefiarse para resistir una carga maxima. La capacidad
maxima del poste se determinara de acuerdo con la guia PCI para el disefio.
Donde los cédigos locales lo requieran, las cargas sismicas se deben
considerar en el disefio de los postes (el caso de Guatemala).

Con respecto a las tolerancias, la longitud no debe variar en mas de 50
mm mas 6 mm por cada 3 metros de longitud. El diametro exterior no debe
variar en mas de 6mm y el grosor de pared no debe ser menor al 88 % del
espesor de disefio o no mas de 6mm menos que el grosor de disefio (el que se

mayor). La masa no debe variar en mas de 10 % de la de disefio.
Se tolera una variacion de la posicion del refuerzo longitudinal de no mas

de 6 mm para elementos individuales y no mas de 3 mm para el centroide del

grupo. El refuerzo en espiral debe estar dentro de 38 mm de su ubicacién
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especificada, excepto en los extremos, donde la ubicacion del espaciado debe
estar dentro de 6 mm.

2.1.1.1. Ensayo de los postes

La norma ASTM C1089 especifica que los postes deben ser ensayados
sujetos de la base (hasta la linea de tierra) y sometidos a cargas puntuales de
flexion en la punta. La metodologia de ensayo adoptada en el Centro de
Investigaciones de Ingenieria se basa en la norma ASTM D1036, método
estandar de estatico para postes de madera. Aunque la norma sea especifica
para postes de madera, la metodologia de ensayo puede ser extrapolada a
todos los tipos de postes, dado que se basa en un ensayo tipo Cantiléver para

elementos sometidos a flexién en forma de voladizo.

La norma exige la medicion inicial (previo al ensayo) del peso, longitud (25
mm de precisidbn como minimo), clase, circunferencia en la base (linea de tierra
y fondo) y punta, diametro en cada extremo, ubicacién del centro del poste y
espesor de pared. Ademas de las medidas iniciales, se sugiere una inspeccién
del poste para identificar posibles irregularidades que puedan reducir la

resistencia de los postes.

Los resultados del ensayo consisten en el ploteo de la curva carga-
deflexién y calculo del maximo esfuerzo de fibra extrema por carga en la linea
de tierra (empotramiento).

El esfuerzo de la fibra extrema por carga en la linea se calcula como:

32m2P(L — A,)
F= =
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Donde:

o F es el esfuerzo en MPa

o P es la carga aplicada en N

o L es la distancia desde la linea de tierra al punto de carga en mm
o A, es la deflexion en el punto de carga en mm

o C es la circunferencia en la linea de tierra en cm

2.1.2. Método de Cantiléver

Consiste en el sistema de apoyo y carga de un poste en voladizo. Se
simula un empotramiento en la base y se aplica carga puntual cerca de la
punta. Los esfuerzos maximos se darén en la linea de empotramiento, dado
gue es el punto en donde se concentra el mayor momento y corte (condicion de

voladizo).

En el método de ensayo cantiléver, el poste es sujetado de forma segura
en la seccion inferior a la linea de tierra (la linea de tierra, es la longitud de
empotramiento que corresponde al 10 % de la longitud del poste mas 40
centimetros) en una posicién horizontal. La carga se aplica cerca de la punta

del poste por medio de una linea de tension.

En la ilustracién se presenta un esquema del aparato para el respectivo
ensayo. El poste se apoya hasta la linea de tierra. Este apoyo debe restringir

los movimientos verticales, horizontales y de rotacion.

A tres cuartos de la distancia desde la linea de tierra al punto de aplicacion
de la carga, se colocara un riel con la finalidad de minimizar los movimientos

verticales en ese punto y minimizar los esfuerzos producidos por el peso del
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poste. Este soporte debe carecer de friccibn asociada con la deflexion del

poste.

La carga se aplica a 30 cm de la punta del poste, por medio de un
polipasto. La linea de carga debe mantenerse al nivel de punto de aplicacion de
carga y el polipasto. La carga debe ser aplicada de forma continua hasta que el

poste falle (o0 hasta la carga maxima que provea el equipo).

La linea de carga debe ser asegurada alrededor del poste en el punto de
carga. Un dinamdémetro se coloca en serie con la linea de carga y el polipasto
con el fin de registrar las cargas aplicadas, asi como posibles pérdidas de carga

repentinas asociadas a fallas.

Las deflexiones son medidas en el punto de aplicacién de carga con una

cinta métrica.

Figura 24. Planta: ensayo de postes por el método de Cantiléver
Apoyo
Riel Cinta métrica
7
‘ I 11

.
Eje del poste

Linea de _tierra

Dinamémetro
Paolipasto

Fuente: elaboracion propia, empleando AutoCAD.
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3. PROCESAMIENTO DE DATOS

3.1. Matematicas para el modelo de Ramberg-Osgood

En esta seccion se expondran los fundamentos basicos para la realizacion

de un modelo estadistico, en particular, del modelo de Ramberg Osgood.

Un modelo estadistico es la forma que puede tomar un conjunto de datos
obtenidos de un muestreo de datos con comportamiento aleatorio. Son aquellos
modelos mateméaticos que usan la probabilidad y que incluye un conjunto de
asunciones sobre la generaciéon de algunos datos muestrales, de tal manera

gue se asemeje a la poblacion mayor.

En el ensayo de un elemento estructural a flexion, la poblacién representa
todos las posibles parejas carga-deformacion que pueden ser generadas, por lo
tanto, un muestreo es representado por las parejas carga-deformacion

obtenidas en un ensayo.

Se asumird que el comportamiento de los sistemas estructurales depende
Gnicamente del material, geometria y carga o tipo de ensayo. Otros factores
como condiciones ambientales, errores de medicion, estado del material, etc.,
seran reunidos en una sola variable de error, la cual se considerara aleatoria.
Es esta variable de error la que provee al modelo su caracteristica de

probabilistico o no deterministico.
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3.1.1. Procedimiento para la construccion de un modelo
probabilistico

Para definir formalmente un modelo probabilistico, es necesario hacer un

breve recordatorio de algunos conceptos matematicos.

3.1.1.1. Variables aleatorias

Se define una variable aleatoria como una funcién que asigna a cada

elemento del conjunto de espacio muestral un numero real. Formalmente:

Sea (,F,P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria es una
funcion:
fi2-R

Donde 2 el espacio muestra, F el conjunto potencia o familia de eventos y

P las probabilidades.

Se dice que X es una variable aleatoria discreta si el nUumero de valores

gue puede tomar es contable.

Se entiende por conjunto contable aquel conjunto al cual se puede

establecer una biyeccion entre sus elementos y los nimeros naturales.
Dado el comportamiento de un material o sistema estructural se asume

gue se comporta de forma continua al aplicarse carga, la variable aleatoria de

deformacion se considerara continua.
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Una variable aleatoria es continua si X puede tomar valores dentro de un
intervalo. Se puede demostrar que un intervalo [a, b] € R donde a < b no es un
conjunto contable, es decir, no se puede establecer una biyeccion entre todos

los elementos del intervalo y los numeros naturales.

Sea (,F,P) un espacio de probabilidad y X una variable aleatoria

continua sobre . La funcién de distribucion de X, F (x) esta dada por:
F(x):=P(X < x)parax € R

Si la funcion de distribucion es continua, también, lo sera la variable

aleatoria.
La funcion de distribucion tiene como propiedades

Lim F(x) = 0
xX——00

mFe) =1
X1 > Xy = F(x1) = F(xy)
Para una variable aleatoria continua X se tiene que, para cualquier x € R:
PX=x)=0
Si la funcion de distribucion es continua, es decir, F(x) es una funcion de

distribucion de una variable aleatoria continua X. La funcién de densidad de

probabilidad para X, f(x), esta dada por:
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d[F
oy - 2

Se puede deducir que:

F(x) =f_ f(t)dt

Si f(x) es una funcién de densidad para la variable aleatoria continua X,

entonces:

f(x)=0vx eR

j_o:of(x) dx =1

Si X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad f(x) y
a,b € R tal que a < b. Entonces la probabilidad de que X esté en [a, b] esta

dada por:
b
P(a<X <b) =J f(x)dx
a
Se define la esperanza matematica para variables continuas como:
E =u= | o dx

Y la varianza para variables continuas como:
V(x) = 0% =EX?) - [ECO]?
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“La esperanza matemética puede ser interpretada, intuitivamente, como
el valor mas frecuente al realizar muchos experimentos independientes de la

misma naturaleza”?’.

En términos de algebra lineal, la esperanza se puede interpretar como un

operador lineal, es decir, cumple con la siguiente propiedad:
Va,feERYX,Yv.a.c.: E(aX +pY) =aEX) + LE(X)
La varianza puede ser interpretada mas facilmente como el cuadrado de
la dispersion. Es decir, una medida que indica lo alejado que estan los valores a

sus medias 0 esperanzas.

La varianza no es un operador lineal, por lo que sus propiedades mas

importantes son:
Va € R:V(aX) = a?V(X)
VX, Yv.a.c:V(X+Y)=VX)+ V() + 2Cov(X,Y)
VX, Yv.a.c:V(X=Y)=VX)+V(Y)—2Cov(X,Y)
Se define la covarianza como:

Cov(X,Y) = E([X — E(XO][Y — E(Y)])

Se dice que, si dos variables aleatorias (discretas o continuas) son

independientes Cox(X,Y) = 0.

" WACKERLY, D.; W., Mendenhall; SCHEAFFER, R. Estadistica matematica con aplicaciones.
p. 49.
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Tanto la esperanza matematica como la varianza dependen de la funcion de
densidad de probabilidad. Se presentaran algunas distribuciones notables vy

Gtiles para la naturaleza de este trabajo.
3.1.1.2. Distribuciones de probabilidad importantes

Una de las distribuciones mas importantes en las ciencias es la
distribucion normal o gaussiana. Se dice que, si una muestra es suficientemente
grande, se puede aproximar su distribucion a una normal (esto se enuncia en el

teorema de limite central).

Una variable aleatoria continua X tiene una distribucion de probabilidad

normal si y solo si la funcién de densidad de X es:

1 —G-w?
e 20 ;x,u€Roc>0
T

f) =

o

Para simplificar la notacion, si X se distribuye normalmente, sera denotado

por X~N(u, o).

Notese que, para X~N(u,0):

EX)=u&V(X) = o?

Ademas de la distribucion normal, para las técnicas de inferencia estadistica

es importante definir:

o Distribucién chi-cuadrada: inferencia con respecto a la varianza de una

poblacién normal.
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o Distribucion t-student: inferencia sonbre la media (o diferencia de media)

de una poblacion normal.

o Distribucién F-Fisher: inferencia con respecto a la diferencia de dos

varianas de poblaciones normales.

Sea {X}}, una muestra aleatoria tal que Vi, X;~N(u, o). Entonces, Vi, Z; =

X"T_”~N(0,1) son independientes y

i-

Tiene una distribucion chi-cuadrada con n grados de libertad (~y?2(n)).
Si Z~N(0,1) y x?>~x?(n), entonces:

Z

Vx?/v

T =

Tiene una distribucion t-student con v grados de libertad (T~T (v)).

Se dice que tiene una distribucién F-Fisher con v, grados de libertad en
el numerador y v, grados de libertad en el denominador. Por ejemplo, se tiene

que:
Sean y2~x2(vy) Y x3~x?(v,), entonces:

X%/U1
F = >
Xz/vz
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3.1.1.3. Estimacién puntual
A cada muestra de observaciones independientes, se le asocia un unico
valor como aproximacion del valor de un determinado parametro. Por ejemplo,

se tiene que {X}/-, es una muestra aleatoria e independiente tal que

Vi,X;~N(u, o), entonces, un estimador para u puede ser el conocido promedio

aritmético, definido como X = 12?=1Xi.
n

Un estimador es una regla que establece como calcular una estimaciéon

basada en las mediciones contenidas en una muestra.
Se pide que un estimador posea dos propiedades principales:

o Distribucién centrada en el parametro objetivo

. Varianza minima

Formalmente:

N A

Sea 6 un estimador puntual de un parametro 6. Se dice que 6 es un

estimador insesgado si:

E(é) =0

El sesgo se define como:

B(é) = E(é) -y
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Algunos estimadores comunes son:

Figura 25. Estimadores insesgados

(2 Muestra 0 ‘ E(®) ‘ V(©)

2 n p=X H 0

p n p= ;\, p W”—H
W=ty | mLy |y — = X1 —Xa | g — s % + %
pr=pa| mom | plopp =08 p—p, | nlo)y plop)

Fuente: elaboracion propia, empleando LateX.

Se ha dicho que un estimador debe ser aquel que tenga minima varianza.

A A

Si 6,y 6, son dos estimadores insesgados para el parametro 6, cuyas

A A

varianzas son V(6,) y V(6,), respectivamente, entonces la eficiencia relativa de

N A

6, con respecto a 6, se define como la razén

ER(G;,6,) = L 02)
V()

De donde, las posibilidades para ER:

e ER(,6,) <1
o ER(@l, 62) >1

A A

o ER(@l, 62) =1

85



Siempre se elige el estimado que posea la menor varianza.
3.1.2. Regresidn lineal

La regresion lineal es un tipo de modelacion probabilistica de una

respuesta que sea funcién de una o mas variables independientes.

y = fx®,..., x®)

El superindice de cada variable independiente no es un exponente, sin

Unicamente un indice.

Un modelo estadistico lineal que relaciona una respuesta aleatoria y con

un conjunto de varaibles independiente {x(¥}¥_, es de la forma:

y =B+ Bx®+ -+ x® +¢

k
y=Fo+ ) fix® +e
i=1

Donde € es una variable aleatoria tal que:
E(e) =0y V(e) = o

{8}, es un conjunto de parametros desconocidos.
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Figura 26. Modelo probabilistico lineal

y (E[Y) = By+ Bx

J-—
2 P
/}-‘30
1 2 3 4 5 6 7 87*

\
Bo+ B (5.5) ¥

Fuente: WACKERLY, Dennis. Estadistica matematica con aplicaciones. p. 565.

Son modelos lineales todos aquellos que sean lineales g;,Vi = 0,..., k.

Otra forma para definir la linealidad es, si todas las derivadas parciales
con respecto a los parametros (S—Z,Vi=0,...,k) no depende de ningun
l

pardmetro, entonces es modelo lineal.

Un modelo de la forma y = Byx + eP* + B,Sin(x) + ¢ es lineal con

respecto a los parametros B;,Vi = 0,1, 2.

Un modelo de la forma y = 8, + f?x + € es no-lineal con respecto a los

parametros f;, Vi = 0, 1.
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En este trabajo se abordaran los modelos de regresion lineal, siendo este
una adaptacion del modelo original de Ramberg-Osgood.

3.1.2.1. Especificacion del modelo general de

regresion lineal

Un modelo general de regresion lineal (MGRL) se caracteriza porque en
este, la variable dependiente y; es explicada por mas de una variable
independiente. Se considerara que son K-1 las variables independientes del

modelo:

Y1 = P1+ BaXx12 + P3x13 + -+ BrXig + €
Y2 = PB1+ BaXap + B3Xxpz + 0+ PyXak t €

YN = B1+ Baxng + Baxns + -+ BxXnk T En

Noétese que son N observaciones de la variable dependiente y;. Ademas,
por cada observacion de la variable dependiente, se tiene una observacion de
la varia variable x;, Vk = 2, ..., K.

De forma equivalente:

Yn = B1+ BoXnz + Baxnz + -+ Brxnk + €,V =1,..,N

Donde y, es la variable dependiente en la observacion n, x, Y Bk, Vk =
2,...K, son de manera respectiva, la k-ésima variable independiente en la
observacion n y u correspondiente parametro. €, es el término estocastico.

Noétese que el modelo esta compuesto por una parte determinista:
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B+ Baxnz + B3xnz + - + Brxnk
Y una parte estocastica representada por el término €,,.

En términos matriciales, se puede plantear el sistema de ecuaciones

como.

1 x4 X413 o X1 - X1k
1 X35 Xp3 o Xop e Xk

___/
__\

\yn / 1 Xy Xnz o Xnk Bi en/

1 XN2  XN3 . XNk xNK/ \ﬁK/ En

El vector compuesto Unicamente por unos, representa el intercepto o
constante. Los pardmetros B, se pueden interpretar como las pendientes del
hiperplano con respecto a cada variable o como el efecto marginal de dicha

variable sobre la variable dependiente.
De forma reducida, se expresara lo anterior como:
Y=XB+e€

En donde Y es el vector el cual tiene componentes cada una de las
observaciones de la variable dependiente. X es la matriz de variables
independientes en donde el elemento x,; es la observacion n de la variable
independiente k. B representa el vector de parametros y € es el vector de

términos estocasticos.

El arreglo matricial sera util para realizar de forma compacta las pruebas

matematicas estadisticas.
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3.1.2.2. Supuestos del modelo de regresion lineal

Todo modelo esta sujeto a supuestos que ayudan a simplificar su analisis.
Los supuestos que se presentaran tienen como objetivo proveer un conjunto de
caracteristicas al modelo, de tal manera que sea posible realizar inferencia
estadistica en él. Esta inferencia incluye: realizar estimaciones puntuales en los
parametros, realizar intervalos de confianza y pruebas de hipétesis en el

modelo.

3.1.2.2.1. Supuestos en la componente

deterministica

Se supondra que el tamafio de la muestra N, es mayor al nimero de
parametros, denotado como K. Este supuesto tiene como objetivo el de

asegurar la cantidad de grados de libertad necesarios para estimar el modelo.

Anteriormente se expuso que un modelo lineal es aquel que es lineal bajo
sus parametros. Formalmente, el modelo sera lineal Si E(Y|X) es lineal bajo el

vector de parametros .

Se asumira que el modelo esta correctamente especificado, es decir, las
variables independientes x,,, Xn3, ..., Xpx SON las Unicas que explican o

determinan el comportamiento de y,.

Ademas, se asumira independencia lineal de las variables explicativas o
independientes. En términos simples, se espera que todas las variables
explicativas no tengan correlacion entre si. Este supuesto garantiza que la
matriz X sea de rango completo, p(X) =min{K,N} =K, lo que evitara

problemas de multicolinealidad (variables repetidas) en la matriz X.
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3.1.2.2.2. Supuestos Gauss Markov

Los supuestos Gauss Markov se hacen sobre el término estocastico, con

el fin de facilitar el tratamiento estadistico del modelo.

El primer supuesto Gauss Markov (de ahora en adelante como G.M.)
enuncia que la esperanza condicional de los errores (también llamados
términos estocasticos) tienen esperanza cero.

E(€,]%p2, Xn3) s Xpg) = 0,V =1,...,N

Es decir, sin importar el valor que adquiera cada una de las variables

independientes, se espera que los términos estocasticos sean cero.

El segundo supuesto G.M. enuncia que, los términos de error €,,Vn =
2,..., N, tienen la misma variabilidad con respecto a la media sin importar el
valor que adquieran las variables independientes.

V(Enlxnz,xn3, ...,an) = 0—2, vn = 2, ,N

El tercer supuesto G.M. enuncia que los términos de error no presentan
autocorrelacion, es decir, no es posible explicar la variabilidad de un término de
error dada la variabilidad de otro.

Cov(€y, €s|Xn2) Xn3, «rr Xnk> Xs2, Xs3y oy Xsg) = 0, VN # S, ssn=1,..,N

El cuarto supuesto G.M. enuncia que los términos de error se distribuyen

normalmente. Es decir:
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€,~N(0,0%),vn=1,..,N
El primer supuesto G.M. se puede expresar de forma matricial como:
E(e|lX)=0
En donde el cero con negrita indica que es un vector compuesto de ceros.
Para expresar el segundo y tercer supuesto de forma matricial, es
necesario introducir el concepto de matriz de covarianzas. Dicha matriz esta

compuesta por todas las posibles covarianzas que pueden ser formadas

emparejando los términos de error.

Cov(ey, €11X)

Cov(ey, €11X)
(COV(E& €1X)

Cov(elX) = | :
Cov(ey, €11X)

Cov(ey, €11X)

Noétese que dicha matriz es simétrica de tamafio N x N, ademas, dada la

definicién de covarianza, Cov(e,, €,|X) = V(€,|X),Vn =1, ...,N.

Cov(ey, 651X)
Cov(ey, €;1X)
Cov(es, €;5|X)
Cov(en, €51X)

Cov(ey, €21X)

Cov(eq, €31X)
Cov(ey, €3]X)
Cov(es, €3]X)
Cov(ey, €31X)

Cov(ey, €31X)

Cov(ey, €x]1X)
Cov(ey, €41X)
Cov(es, €,]X)

Cov(ey, €,1X)

. Cov(ey, €4]1X)

Cov(ey, exlX)
Cov(ey, exlX)
Cov(es, ex|X)
Cov(en, enlX)

Cov(en, enlX)

El segundo y tercer supuesto G.M. expresado de forma matricial son:

Cov(elX) =

g2 0 0

/O g2 0

0 0 o7

0O 0 O

0O 0 O
Cov(e) = a1
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Es decir, la matriz de covarianzas de ¢ es una matriz escalar o2I.
El cuarto supuesto en forma matricial es:
e~N(0,02I)
3.1.2.3. Propiedades de la variable dependiente

De ahora en adelante se expondran todas las propiedades asumiendo los
supuestos de las secciones anteriores; es decir, todas las propiedades
anunciadas a continuacion se basan en que se trata de un modelo general de
regresion lineal bajo los supuestos Gauss Markov y supuestos deterministicos.

Como la variable y,, depende del error aleatorio €,, es de importancia el
estudio de las propiedades que sobre la variable dependiente tienen los
supuestos Gauss-Markov que se hacen sobre el error; esto es, se determinara
la esperanza, varianza y covarianza de y, condicionadas a las variables

independientes x,,,, X3, -, XpK-

3.1.2.3.1. Esperanza condicionada de la

variable dependiente

Dada la forma especificada en forma matricial:

Y=XB+e

La esperanza condicionada es:

E(Y|X) = E(XB + €]X)
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Recuérdense que la esperanza matematica es un operador lineal, por lo

que:

E(Y|X) = E(XBIX) + E(€]X)

Dado que el vector B estd compuesto Unicamente por constantes, y

utilizando la propiedad de linealidad de la esperanza matematica, eso es:

E(Y|X) = EX|X)B + E(e|X)

Recuérdense que la multiplicacién de matrices no es conmutativa, por lo
que, al aplicar la propiedad de la esperanza, se debe tomar en cuenta el orden.
Recordemos que la matriz X esta compuesta Unicamente por variables no

aleatorias, por lo que:
E(Y|X) = XB + E(e|X)
Haciendo uso del primer supuesto Gauss Markov:
E(Y|X) = Xp

Es decir, el valor esperado de la matriz de variables dependientes es igual
a su parte determinista. Esto implica que, en promedio, los factores estocasticos
no influyen el comportamiento esperado de la variable dependiente.

En el contexto de este trabajo, se espera que la respuesta (deformacion)

de un elemento estructural sometido a carga sea determinado Unicamente por

su geometria y carga.
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3.1.2.3.2. Varianza y covarianza de la
variable dependiente

Utilizando la definicion de covarianza y recordando que en términos
matriciales lo que se calcula es la matriz de covarianza de la variable
dependiente, se tiene que:

Cov(Y|X) = E{[Y — ECYIOILY — E(Y X [X)

Donde el apostrofe indica que se esta transponiendo dicha matriz.
Utilizando el resultado anterior:

Cov(Y|X) = E{[Y — XB][Y — XB]'|X}

Sin embargo, dada la gorma del modelo, nétese que Y — XB = € por lo

que:
Cov(Y|X) = E{e€e’| X}
Utilizando el segundo y tercer supuesto Gauss Markov, se tiene que:
Cov(Y|X) = 0?1
Esto quiere decir que la variable dependiente tiene la misma variacion
con respecto a su media sin importar cual observacion sea, y que no presenta

autocorrelacion.

Noétese que el parametro 2 es desconocido, por lo que posteriormente

se procedera a estimarlo.
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3.1.2.4. Estimacion del modelo general de
regresion lineal (MGRL)

La intuicion de la estimacion del modelo es que se desean estimar los

parametros £ de tal manera que estos minimicen los errores.

Figura 27. Método de minimos cuadrados

Fuente: WACKERLY, Dennis. Estadistica matematica con aplicaciones. p. 569.

Formalmente:

N

S(B) = min Z €2 = min e’
br..px = Bu,..px

Dada la forma especificada del modelo, es posible sustituir:

S(B) = min e’ = min (Y — XB)(Y — XB)’
B B1,..8x

1,...,!31(
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Si se desarrollan dicho producto, se pueden reescribir como:

SB) = ﬁmin ee’ = min Y'Y — 2Y'XB + B'X'XB

1.8k 1.8k

Noétese que esta es una funcion continua que puede ser derivada. Dado

gue es un proceso de optimizacion, se aplican condiciones de primer orden:

s .
(18 ) _axv + 2X'XB =0

ap

De donde se obtienen las ecuaciones normales:

A

B =(X'X)X'Y

Esta expresion da los estimadores para todos los parametros del modelo
general de regresion lineal; sin embargo, se debe comprobar que estos
minimizan la suma de cuadrados de los errores, que son insesgados y que son

eficientes.

Para probar que dichos estimadores son los que minimizan la suma de

cuadrados residuales, nétese que el Hessiano de dicha funcién es:

as
H= (ﬁA) =2X'X

0Bap’

A

Es una matriz definida positiva, lo que garantiza que los estimadores f son

los que minimizan la suma de cuadrados de los errores.
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3.1.2.4.1. Propiedades algebraicas de

A

las pendientes

Notese que las ecuaciones normales, X'XB = X'Y, son funciones lineales

A

de los parametros f.

A

Los estimadores f minimizan la suma de los cuadrados de los errores, es

decir:
S(B) = €€’
Es minimo. El término € representa los residuos generados en el proceso
de minimizacion.

A

Los parametros S estan en funcién de Y.

Es facilmente demostrable que el punto (X, xs,...,%Xg V) estd en el

hiperplano de regresion, puesto que se satisface la ecuacion normal:
y = B1+ Boxy + o+ PrXk

El promedio de los residuos es cero, es decir, € = 0.

Los vectores é = (€;,€;,...,€N)" Y Xi = (X150 X2k, - .-, XNKk) SON ortogonales
entre si para todo k=2,..,K. Ademas, estos vectores no presentan

correlacion.
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El promedio de los valores ajustados y,, es igual al de los valores

observados de y,, esto es:

DI
Il
<

3.1.2.4.2. Momentos poblacionales de

las pendientes B

A

La esperanza del vector § esta dada por:

EBIX) = E[(X'X)7'X'Y|X]

Se sabe que Y = X + € por lo que puede sustituir para obtener:

E(BIX) = E[(X'X)~"X'(XB + ©)|X]
EBIX) = E[(X'X)-X'XB + (X'X)~X'e|X]
E(BIX) = E[B + (X'X)"'X'elX]

E(BIX) = E[BIX] + (X'X) ' X'E[€| X]

De las propiedades de esperanza, se sabe que la esperanza de una
constante es ella misma y, dado el primer supuesto Gauss Markov, la

esperanzan del término estocastico es cero, por lo que:

EBIX) =B

A

Es decir, el estimador 8 es insesgado.
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A

La definicion de la matriz de varianzas y covarianzas de £ se define como:

Cov(BIX) = E{[B — E(BIXN)]IB — E(BIXD]'IX}
Utilizando el resultado anterior se tiene que:

Cov(B|X) = E{[B — BIIB — BI'lX}

Se sabe que:

[;’ —B=XX)"IXY - (X'X)"1X'XB
B -

B=XX)TX'(Y - XB)

Se sustituye:

Cov(BIX) = E{[(X"X)7'X'(Y = XP)I[(X"X)7'X'(Y — XB)]'|X}

COV(&IX) = E{(X'X)7IX'(Y = XB)(Y — XB)'X(X'X)~!|X}

Aplicando las propiedades de linealidad de la esperanza y sabiendo que

Y — XB = €, se tiene que:

Cov(B|X) = (X'X)T'X'E{(Y — XB)(Y — XB)'|X}X (X'X)~*
Cov(BIX) = (X'X)- X Efe€ | X}X (X'X)!

cOv(pAﬂX) = (X'X)"1X'o2IX(X'X) !
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Dado que la matriz identidad es el elemento neutro del producto de

matrices y que o2 es un escalar, se tiene que:

Cov(,[A?|X) = a2(X'X)?

Notese que los elementos de la diagonal de dicha matriz son las
respectivas varianzas condicionales para cada S, Vk =1,...,K y los términos

A A

fuera de la diagonal son Cov(By, Br|X),Vk +# h,k,h =1,...,K. Dado que estas

covarianzas no son iguales a cero, existe correlacion entre los diferentes

componentes del vector S.

A A

Cov(Br, BnlX) = 0?(X'X)in, Vk # b, h =1, .., K

La varianza esta dada por:

V(B = oa?(X' X, Vk =1, ...,K

Por lo que el error estandar de cada estimador es:

ee(By) = ’GZ(X’X)I:Q,Vk =1,..,K
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3.1.2.4.3. Teorema de Gauss Markov y
eficiencia de los estimadores

A

B

El teorema de Gauss Markov afirma que los estimadores minimos
cuadraticos del modelo de regresion lineal son Optimos no en el sentido de
minimizar la suma de cuadrados de los residuos, sino también que la varianza
de los mismos es la menos de los de su clase. Dado el modelo de regresion

lineal general:
Y=XB+e
Y los supuestos de Gauss Markov antes expuestos, el estimador de

minimos cuadrados de B s dentro de los estimadores lineales e insesgados, el

de minima varianza (eficiencia), es decir, dado cualquier estimador lineal:

B=pF+cCY

Dénde C es una matriz de tamafio KxT compuesta de constantes.

La varianza del estimador § es mayor que la correspondiente a la de los

estimadores minimos cuadraticos f.
Notese que:

f=XX)X'Y +CY
B=XX)"Xe+CXB+Ce
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Notese que, para que  sea insesgado se debe tener que CX = 0. De esa

expresion se tiene que:
f—B=[X'X)"1X"+C]e
Utilizando la definicibn de matriz de covarianzas:

cov(BIX) = E|(B - B)(B - B)1X]

Cov(B1X) = E[[(X'X)71X" + Cl e€'[(X'X)7 X' + C]'|X]

Cov(B1X) = [[(X'X)7X’ + C] E[e€’|X][(X'X)"1X" + C] ]
Cov(BIX) = o [(X'X)™* + CC']

Cov(B1X) = Cov(B|X) + o2CC’

Lo que implica que V(B;|X) = V(Bi|X),Vk =1,..,K por lo que B es el
estimador de minima varianza del conjunto de todos los estimadores
insesgados de g.

3.1.2.5. Estimacion de la varianza de los errores o?

El proceso de estimacion de minimos cuadrados para el modelo general

de regresion lineal no proporciona un estimador para la varianza de los errores

a?. Dado esto, se propone un estimador insesgado de la forma:
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O de forma vectorial:

Donde K es el numero de grados de libertad (cantidad de parametros
estimados), dado que hay K restricciones impuestas sobre los residuos, una por

cada ecuacion normal o parametros estimado.

3.1.2.6. Bondad de ajuste o coeficiente de

determinacién

Al realizar un modelo probabilistico (y cualquier modelo) surge la pregunta
de qué tanto el modelo explica las variaciones de la variable dependiente. En el
contexto del modelo general de regresion lineal, la pregunta es: ¢en qué
medida el hiperplano de regresidén estimado se ajusta a los datos?, ¢,se cumple
que los residuos son pequefios? Es de vital importancia contestar estas

preguntas para saber si dicho modelo es adecuado o no.

Dado el estimador de |la varianza de los residuos:

1 N A
2 — Y —
o =g =g ¥ —XB)(Y —XB)
Se sabe que:

(Y =XB) (Y =XB) = Y'Y —28'X'Y + B'X'Xp
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Si se sustituye § = (X'X)"1X'Y se tiene que:
EE=Y'Y -2[X'X)"IX'Y]'X'Y + [X'X)"IX'Y]X'X(X'X)"1X'Y
Y'Y = 2Y'X(X'X)IX'Y + VX(X' X)X X(X'X)IX'Y
EE=Y'Y-YXX'X)" XY
EeE=Y'Y - B'X'XP
O de forma equivalente:
Y'Y = (XB)Xp+ée=77+¢é¢
De esta manera la suma de los cuadrados de la variable dependiente se
puede expresar como la suma de cuadrados de la variable ajustada mas la

suma de los cuadrados de los residuos.

El coeficiente de determinacién centrado en cero es:

“S)
~»

R? =

S
~<

Sin embargo, este coeficiente no presenta una interpretacion intuitiva.
Dado esto, se procede a determinar el coeficiente de determinacién centrado en
la media. Para esto, se resta en ambos lados de la descomposicion de

cuadrados el término Ny?

Y'Y = Ny?=Y'Y —Ny% +€'¢
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Lo cual es equivalente a:

N N N
D on=9?= ) Gu-9+ ) &
n=1 n=1 n=1

Es decir, la variacion total con respecto a la media se puede descomponer
en la variacion de la estimacion con respecto a la media mas la variacion de los
residuos. Otra forma de interpretar esta descomposicion es que la variacion tota
de la variable dependiente es la suma de la variacion explicada mas la variacion

no explicada:
VT =VE + VnoE

Por tanto, coeficiente de determinacion se puede centrado en la media se

puede calcular como:

, YV - Ny? ¢'é
A P —
Y'Y — Ny2 Y'Y — Ny2
El coeficiente de determinacion se interpreta como la proporcién de la
variacion muestral de y que es explicada por el modelo respecto a la variacion
total. Nétese que 0 < R? < 1, ademas, entre mayor sea este coeficiente, mayor

es la proporcioén de la variacion total que se explica en el modelo.

Cabe destacar que, aunque se desea tener un R? cercano a 1, se puede
caer en el error de intentar esto violando los supuestos. En orden de prioridad,
se desea que el modelo cumpla con todos los supuestos y, posteriormente,
tenga una bondad de ajuste alta. También, cabe destacar que la bondad de

ajuste es sumamente sensible a la cantidad de variables explicativas afadidas;
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entre mayor sea el nimero de estas, es posible tener una bondad de ajuste
alta, sin embargo, se debe fundamentar la inclusion de variables por medio de

la teoria.

Si las variables son realizaciones de procesos estocasticos, es necesario
verificar que no se esta realizando una regresion espuria. Dado que este trabajo
no comprende la utilizacion de variables que son realizaciones de procesos
estocasticos, el tratamiento de este tipo de variables no sera abordado.

3.1.3. Transformacion a modelo lineal
Anteriormente, se describié el modelo general de regresion lineal, asi
como el método de estimacion. EI modelo de Ramberg-Osgood sugiere una

dependencia no lineal entre el esfuerzo y la deformacion, la cual por simplicidad

se asumio que es lineal — logaritmica:

0 = Bo+ Bilog(e) +u

Donde:

. o es una matriz de dimension N*1 la cual contiene todas las

observaciones de esfuerzo.

. € es una matriz de dimensiobn N*1, la cual contiene todas las

observaciones de deformacién unitaria.

o u es una matriz de dimension N*1 que contiene todos los errores.
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o B1 es un escalar que representa la semi elasticidad entre el esfuerzo y la

deformacion.

o B, es el intercepto al eje del esfuerzo o.

Notese que:

E(o) = Bo + B1log(e)

Es lineal respecto a los parametros S,, 1, por lo que se puede decir que:

1 loge;
1 loge

X = . g 2 ;B = (go)
. . 1
1 logey

Por lo que el modelo lineal — logaritmico puede ser reescrito como:

oc=XL+u

Modelo que puede ser estimado por medio del método generalizado de

minimos cuadrados.
3.1.4. Determinacion de la zona elastica y elastoplastica
El limite elastico, también denominado limite de elasticidad, es la tensién
maxima que un material elastoplastico puede soportar sin sufrir deformaciones

permanentes. Este limite es la frontera entre la zona elastica y elastoplatica, es

decir.
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Figura 28.

deformacién unitaria

Tensian

Fotra

>

Deformacian

Fuente: elaboracion propia, empleando AutoCAD.

En términos del modelo estimado, el limite elastico es

Zona eléstica y plastica en diagrama de esfuerzo

aguel punto en

donde la relacion entre el esfuerzo y la deformacién deja de ser lineal. Dado

que se estimé un modelo lineal - logaritmico, es necesario estimar un punto

(deformacién unitaria — esfuerzo) el cual cumpla aproximadamente con dichas

caracteristicas.

Dada la complejidad de las pruebas estadisticas de cambio estructural, en

este trabajo de graduacién se sugiere un método numeérico aproximado para

determinar dicho punto.

3.1.4.1.

Dado el modelo estimado:

QD

109

Procedimiento de calculo

=



Se determina una grilla de datos tales que:

€0 = {€:fo + Py loge = 0}

€y = v |eg| = 1000

max[{e}Y_,]

Es decir, se simula una serie de deformaciones unitarias tales que la
deformacion unitaria inicial sea aquella que produce un esfuerzo cero ({e: B, +
Biloge = 0}), y la deformacién unitaria final sea la mayor de todas las
registradas en los datos utilizados para la estimacién del modelo. Ademas, se
ha impuesto la restriccion de que el numero de deformaciones unitarias
simuladas sea mayor a 1 000 (|eg| > 1000), para asegurar un espaciamiento

minimo entre deformaciones simuladas.
Dada la matriz €, se calculan los esfuerzos estimados correspondientes:
64 = Po + P1logey

Si se plotea G, Versus eg, = €;—€q (€cor €S la deformacion unitaria
corregida, es decir, sin la deformacion inicial €,) se obtiene un gréafico similar al

siguiente:
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Figura 29. Método de estimacion de limite elastico

9

Fuente: elaboracién propia, empleando R.

El proceso restante consta en comparar diferentes pendientes de rectas
que parten del origen a puntos sobre la curva. El limite elastico es el maximo
punto que tiene una diferencia porcentual absoluta con la derivada en el origen

igual o menor al 10 %.
Especificamente, se ajusta el modelo:

6g,n = Ecor,nﬁl,n +un=2.., |Eg|

El subindice g denota que se trata de datos simulados (la grilla calculada

anteriormente).

El subindice n especifica el nUmero de datos (submuestra) que se estan

|€g|

utilizando para dicha estimacion. Si las series completas son {€corn, Ggn}; 21

entonces, las series utilizadas en la estimacibn son un subconjunto

{€corm Ogn)i=ital que 2 < < |g,|.
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Se asume que 31,2 aproxima a la derivada en el origen.

Dado lo anterior, se procede a calcular las diferencias porcentuales

absolutas de las pendientes:

0, n={12}

Bz — Bin
12,6'121 n={3,..,|eg|}

A%, =

Noétese que, dado que el minimo de datos necesarios para hacer una
estimacion lineal es de dos, las diferencias porcentuales A%, y A%, no puede

ser calculadas.

Finalmente, se selecciona aquel punto (&) = (€50, 84n) tal n (el

namero de dato) corresponda al maximo punto que cumpla A%,, < 0,1 (0 10 %).

El valor de ¢, ,, se calcula como:

€gn = €Ecorm T €o

3.1.5. Determinacion de energia almacenada

Se define la energia almacenada como la energia por unidad de volumen

que el material o sistema estructural almacena a lo largo del proceso de carga.

€f
E, =f o(e)de
€

0
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3.1.5.1. Determinacién de resiliencia

Dado el modelo estimado:

P

6 = Po + Pi€

Y el limite elastico estimado (&, ), la resiliencia es:

13
Eres :j- Po + B1ede

€o
En donde ¢, es la deformacién unitaria inicial.

Noétese que la resiliencia no es mas que el area de bajo la curva esfuerzo-
deformacion comprendida entre la deformacion inicial estimada y el limite

elastico.

En esta regidén, el material es capaz de almacenar energia potencial
elastica sin deformaciones permanentes, es decir, es capaz de transformarla

completamente en energia cinética.
3.1.5.2. Determinacion de tenacidad
Dado que no esta completamente definido un punto limite que delimite la
zona elastoplastica y plastica, y dado en los ensayos de postes usualmente no

se alcanza una zona completamente plastica de deformacioén; la tenacidad sera

el area bajo toda la curva esfuerzo — deformacion.
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Dado el modelo estimado:

La tenacidad es:

Ef R R
Eron = f Bo+ fre de
€

0

En donde ¢, es la deformacion unitaria inicial y e es la maxima

deformacion unitaria registrada en el ensayo.

En esta region el material es capaz de almacenar energia potencial
elastica, pero adquiere deformaciones permanentes, es decir, es capaz de
transformarla parcialmente en energia cinética dado que parte de la energia
potencial elastica se disipa por diferentes efectos mecanicos — termodinamicos

(emision de calor, deformacion permanente, fisuras, etc.).

Se puede notar que, debido a los supuestos hechos, la energia total
almacenada es equivalente a la tenacidad. Esto no es cierto si se cuenta con
una estimacion del limite elastoplastico.

3.1.6. Determinacion de la energia total disipada

Dada la definicién de curva histéresis, la energia total disipada no es mas

que el area bajo el limite inferior de la curva de histéresis.

114



Figura 30. Curva de histéresis, energia disipada y transformada

Fuente: elaboracién propia, empleando R.

En el grafico, la curva (puntos mas linea negra) representa la curva de
histéresis para un ciclo de carga de un material dactil. El area verde representa
la energia por unidad de volumen que el material puede disipar en forma de

deformacion permanente, fisuracion, calor y otros tipos de energia.

El area azul representa el total de energia que el material o0 sistema

estructural puede transformar como energia cinética.

Para calcular el total de energia por unidad de volumen disipada,
simplemente se calcula el area del poligono formado por el limite inferior de la

curva de histéresis, el cual posteriormente se resta de la tenacidad.
Sea {e,,0,,}_, el total de observaciones del ensayo, y sea {¢;,0;}/_; un

subconjunto del total de observaciones que representa el limite inferior de la

curva de histéresis, entonces:
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I-1
z g; + g
j j+1
Eqis = Eten — (Ej+1 - EJ)T

j=1

Es la energia disipada aproximada.

116



4. MUESTRA DE RESULTADOS

Anteriormente, se present6 el fundamento matemético detras de los
calculos a realizar; sin embargo, dado el volumen de datos y la complejidad de
de los célculos, se implementara el software R para realizar todas las rutinas
descritas anteriormente. A lo largo de este capitulo se encontraran las rutinas
realizadas en R para la realizacion de los célculos con una breve explicacion

con el objetivo de que sea reproducible.

R es un entorno y lenguaje de programacion con un enfoque al analisis
estadistico. Es una implementacion de software libre del lenguaje S pero con
soporte de alcance estatico. Se trata de uno de los lenguajes mas utilizados en
investigacion por la comunidad estadistica, siendo ademas muy popular en el
campo de la mineria de datos, la investigacion biomédica, la bioinformatica y las
matematicas financieras. A esto contribuye la posibilidad de cargar diferentes
bibliotecas o paquetes con funcionalidades de calculo y gréaficas.

R es parte del sistema GNU y se distribuye bajo la licencia GNU GPL.
Esta disponible para los sistemas operativos Windows, Macintosh, Unix y
GNU/Linux.

Se resalta el hecho de que este estudio contemplaba inicialmente el
modelado de un conjunto de datos provenientes de muchos ensayos a postes
de las mimas caracteristicas; sin embargo, por circunstancias fuera del control
del autor y asesores, no fue posible obtener dicha informacién, por lo que se

procedi6 a utilizar datos de ensayos realizados en el centro de investigaciones.
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4.1. Poste de concreto pretensado centrifugado

o Caracteristicas del poste

Se ensay0 un poste con medidas correspondientes:

Tabla I. Medidas de poste de concreto presforzado

Dimensiones del poste

Seccién Diametro externo (cm) | Longitud (cm) | Espesor (mm) | Long. Empotramiento (cm)
30,0

Base
916,0 8,0 132,0

Punta

Fuente: elaboracion propia.

A manera de esquema, se presentan los siguientes dibujos.

Figura 31. Perfil de poste de concreto presforzado en posicion de

ensayo

-7,54m-

‘ ; J_

Fuente: elaboracion propia, empleando SketchUp.
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Figura 32. Elevaciéon de poste de concreto presforzado en posicion de

ensayo

0.30m

Fuente: elaboracion propia, empleando SketchUp.

Figura 33. Planta de poste de concreto presforzado en posicion de

ensayo

TEmpoIram\en{O 132 mf

e

Fuente: elaboracion propia, empleando SketchUp.
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Figura 34.

Isométrico de poste de concreto presforzado en posicion de
ensayo

Fuente: elaboracion propia, empleando SketchUp.

El poste no presenta ningun tipo de anormalidad que afecte directamente
su resistencia.

El refuerzo del poste consistia en con 12 barras de acero pretensado de
7,2 mm de diametro y zunchos de 3,2 mm a 40 mm de separacion.

Figura 35.

Armado de poste de concreto presforzado

-

=
=
=S
L _——
=

Fuente: elaboracion propia, empleando AutoCAD.
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Se hace notar que dicho armado fue determinado posterior al ensayo,
debido a que no se poseia la informacién técnica previo al mismo. Ademas, se

desconoce la resistencia del concreto.

4.1.1. Datos del ensayo

Los datos del ensayo corresponden a parejas de carga-deflexion,

obtenidos por la metodologia de ensayo Cantiléver.

Tabla Il. Datos de ensayo de poste de concreto presforzado
carga (kg) deflexién (cm) carga (kg) deflexion (cm)
0 0,2 300 15
0 0,5 300 23,4
0 2 300 19,2
0 4,2 300 28,7
0 7 300 23,2
0 10,2 300 36,4
150 4 450 25,6
150 4,2 450 26,8
150 4,6 450 38,8
150 4,4 450 34,6
150 8,2 450 45,8
150 6,1 450 39,8
150 11,6 450 54,2
150 9 600 48,2
150 15,7 600 50,7
150 12 600 62,4
150 22 600 58,4
300 8,8 600 73,2
300 9,2 750 73,8
300 17,4 750 76,7

Fuente: elaboracion propia.
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4.1.2. Estimacién del modelo para el conjunto de datos

A lo largo de estas secciones se veran recuadros azules. Estos recuadros
representan el cédigo de R necesario para realizar los calculos. Si se compilan
todas las instrucciones dadas a continuacién, se genera un programa que

realiza automaticamente todos los calculos.

Se inicia la rutina de calculo en el software R cargando las

correspondientes librerias a utilizar:

library(nleqslv) # Libreria que sirve para la solucidn de ecuaciones
de forma numérica

library(readxl) # Libreria que permite cargar datos desde archivos de
Excel

rm(list = 1s()); graphics.off() # Rutina que Llimpia en entorno y
cierras todas las grdficas previas

Se defien las medidas del poste que se utilizardn para calculos

posteriores:

L <- 7840 # longitud desde La Linea de tierra en mm
C <- 2*pi*(30/2) # perimetro en La base en cm calculado a partir del
didmetro

Se cargan los datos que corresponden al ensayo realizado:

datos <- read_excel("Librol.xlsx")

La base de datos sera almacenada dentro de la rutina con el nombre
datos. Es necesario que la base de datos se encuentra dentro del directorio

definido en el programa.
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Ahora se procede a la estimacién del modelo. El primer paso consiste en
convertir los datos a las unidades correctas para aplicar la ecuacion de esfuerzo

en fibra extrema definida en el capitulo 4:

e 32m2P(L — 4,)
- =

datos$carga <- datos$carga*9.80665 # Conversion a N
datos$deflexion <- datos$deflexion*10 # Conversidn a mm

Posteriormente, se calcula la deflexion y la deformacién unitaria:

datos$f <- 32*((pi)~2)*(datos$carga)*(L-datos$deflexion)/(C"3) #
Esfuerzo en mega pascales

datos$e <- datos$deflexion / L # Deformacion unitaria

datos$loge <- log(datos$e, base = exp(l)) # Logaritmo natural de La
deformacion unitaria

datos2 <- datos[4:length(datos$carga),] # Restringimos Los datos a Los
que son utiles

El modelo propuesto:

0=Lo+ filne+u

Se estima usando como variable dependiente el logaritmo de la
deformacion unitaria; ademas, se restringe la muestra a aquellos datos con

deformacion unitaria mayor a cero.
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Finalmente, se estima el modelo:

linlog <- 1lm(f~loge, data=datos2) # Estimacion del modelo.
beta® <- summary(linlog)$coefficients[1] # Intercepto
betal <- summary(linlog)$coefficients[2] # Pendiente

La estimacion anterior se resume en los siguientes cuadros.

Tabla Ill. Residuos del modelo estimado para poste de concreto
presforzado
Min 1Q Mediana | 3Q Max

-5826,4 | -1908,0 | -110,7 2426,1 | 3805,6

Tabla IV. Coeficientes del modelo estimado para poste de concreto

presforzado
Paréametro Estimacion Error estandar Valor t, p-value
Bo 30035,5 1602,4 18,74, < 2e-16 ***
By 5591,5 432,4 12,93, 1.1e-15 ***

. Cddigos de significancia: 0 “*** 0,001 “** 0,01 ** 0,05 ‘" 0,1 ‘" 1
o Error estdndar de los residuos: 2 731 con 39 grados de libertad
o Coeficiente de determinacion R?: 0,8109

o Estadistico F: 167,2 con 1 y 39 grados de libertad, p-value: 1,102e-15

41.2.1. Forma explicita del modelo

Dado que ya se ha realizado la rutina para estimar el modelo, la forma
explicita del modelo es:
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Donde:

B, corresponde al intercepto estimado

ee(f,) corresponde al error estandar de la estimacion del intercepto

B, corresponde a la pendiente estimada

ee(f,) corresponde al error estandar de la estimacion de la pendiente

R? corresponde al coeficiente de determinacion

de() corresponde a la desviacion estandar de los residuos o desviacion

estandar estimada de los errores del modelo
Para la estimacion realizada, el modelo es:

0 =300355+5591,5In €;0,8109;2 731
1602,4 432,4

4.1.3. Determinacién del limite elastico

Se inicia determinado la deformacién unitaria €:

# Definimos lLa funcion de esfuerzo deformacion
funcion <- function(e){
return(betad® + betal*log(e,base = exp(1l)))

# Determinamos e _©
cero <- nleqgslv(l,funcion)$x

Se calcula la grilla de datos descrita en la seccién 3.1.4:
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# Definimos un data frame que inicialmente contiene el vector de
simulaciones de la deformacion unitaria
datos3 <- data.frame(

e = seq(cero,max(datos2%e, na.rm = FALSE),0.0001)

)
datos3$loge <-log(datos3$e, base = exp(l)) # Logaritmo de Las

deformaciones unitarias

datos3$f <- beta® + betal*(datos3$loge) # Calculo de los esfuerzos
estimados simulados

datos3$e_cor <- datos3$e - cero # Deformaciones unitarias sin
deformacion inicial

Ya definida la grilla de datos, se procede a realizar el calculo de las
pendientes estimadas de todos los subconjuntos de datos (procedimiento
descrito en la seccién 3.1.4) y el calculo de las diferencias porcentuales de

dichas pendientes:

# Definimos dos vectores que hacen el papel de "cajas vacias" en donde
se almacenardn los resultados de las pendientes y de lLas diferencias
porcentuales

datos3$pendiente <- rep(NaN,length(datos3%e))
datos3$diferencia <- rep(NaN,length(datos3%e))

# Definimos un Loop que calculard las pendientes para cada subconjunto
de datos

for (i in 2:length(datos3%e)) {

datos3$pendiente[i] <- summary( lm(f~e_cor +0 , data =
datos3[seq(1,i),]) )$coefficients[1]

¥

# Definimos un Loop que calculard las diferencias porcentuales para
cada subconjunto de datos

for (i in 3:length(datos3%$e)) {

datos3$diferencia[i] <- abs( (datos3$pendiente[i]-
datos3$pendiente[2])/(datos3$pendiente[2]) )
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El limite elastico se defini6 como el mayor valor que tiene una diferencia
porcentual en pendientes menor o igual al 10 %. Esto se puede expresar en R

del siguiente modo:
limite elastico <- datos3$e[
match(

max(datos3$diferencia[datos3$diferencia<=0.1], na.rm = T)
,datos3$diferencia)

]

Dada la rutina anterior, la deformacion untaria correspondiente al limite

elastico para este poste es:
€ = 0,006
4.1.4. Célculo de resiliencia y tenacidad

Recordemos que la resiliencia se define como:

3
Eres =f ﬁo+ﬁ11n6d6

€0

Por lo tanto, la resiliencia para este poste es:

0.00614648
Eyps = f 30 035,46 + 5 591,483 In e de
0.00464648

E,os = 1,22788
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Ahora se calcula la tenacidad. Recuérdese que esta se define como:

Ef . .
Eten = f Bo + Brede
€o

Por tanto
0.1229592
Eon = f 30 035,46 + 5 591,483 Ine de
0.00464648
E;.n, = 1590,609
4.1.5. Calculo de la energia total disipada

El problema de calcular la energia total disipada consiste en definir el
subconjunto {¢;,0;}_, de los datos del ensayo. Para determinar este
subconjunto y posteriormente calcular la energia disipada, se definir4 una rutina

en R.

Dado que las cargas son aplicadas a intervalos regulares, se define un

vector que contenga las cargas aplicadas sin repeticiones:

carga <- datos2$carga[!duplicated(datos2$carga)]

Por medio del vector definido anteriormente, filtraremos aquellos datos
gue correspondan al limite inferior de la curva de histéresis aproximada del

poste ensayado:

# Definimos vectores vacios en los cuales guardaremos lLos respectivos
datos del Limite inferior de lLa curva de histéresis

dhi <- rep(NaN, length(carga)) # Deformacidn unitaria
ehi <- rep(NaN, length(carga)) # Esfuerzo
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El siguiente loop determina cada elemento de los vectores dhi y ehi
tomando en cuenta que el limite inferior de la curva de histéres corresponde al

méaximo valor de deformacién a un nivel de carga dado.

for (i in 1:1length(carga)) {
dhi[i] <- datos2$e][
match(
max(datos2$e[datos2$carga == carga[i]], na.rm
,datos2%e)
]

ehi[i] <- datos2$f[
match(
max(datos2$e[datos2$carga == carga[i]], na.rm
,datos2%e)
]

T)

T)

Una vez determinada la sucesion {e;,0;}\_,, se calcula la energia total

disipada como:

areas_parciales <- rep(NaN,length(carga)-1)
for (i in 1l:length(areas_parciales)) {
areas_parciales[i] <- (dhi[(i+1)] - dhi[(i)])*((ehi[(i+1)] +

ehi[(1)])/2)
}

E_dis <- sum(areas_parciales)

Por lo tanto, el total de energia disipada para este poste en este ensayo

es:

Egis = Eon — 1 262,265 = 328,344
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Tabla V. Modelo ajustado, datos y limite inferior de curva de histéresis
para poste de concreto presforzado

10 000 15 000 20 000
L
*
L J

5 000

T T T T T
0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12

Fuente: elaboracién propia, empleando R.
En color azul se encuentra la muestra de datos utilizada para la
estimacion, en negro se encuentra la curva de ajuste y en rojo el limite inferior

de la curva de histéresis.

A continuacioén, se resumen los calculos anteriores:
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Tabla VI. Resumen de calculos para poste de concreto presforzado
Célculo Simbolo Valor Unidades
Limite elastico é 0,006 m
m
Resiliencia Eyes 1,22788 Mj
m3
Tenacidad Eten 1 590,609 Mj
m3
Energia disipada Egis 328,344 Mj
m3
Fuente: elaboracion propia.
4.2. Poste metélico de misma longitud

Dado que se posee una rutina de calculo, definida en detalle
anteriormente, Unicamente se mostraran los resultados para esta seccidén. Se
realizardn los célculos para un poste metalico con el fin de comparar su

comportamiento respecto a un poste de concreto presforzado.

4.2.1. Caracteristicas del poste
Tabla VIl.  Medidas poste metalico
Dimensiones del poste
Seccion Dlame;:?nlixterno Longitud (cm) Espesor (mm) Empotch:r‘fiI::(:o (cm)
Base 35,15
915,0 3,25 151,0
Punta 7,00

El poste metélico esta fabricado en lamina de acero de grado 50, segun la

Fuente: elaboracion propia.

norma ASTM A572.
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Los datos del ensayo corresponden a parejas de carga-deflexion,
obtenidos por la metodologia de ensayo Cantiléver.

Tabla VIll. Datos de ensayo de poste metélico
carga deflexion carga deflexion
0 1 270 143
0 3 270 217
0 6 360 140
0 9 360 139
0 13 360 148
0 17 360 154
0 25 360 190
0 28 360 181
0 69 360 189
90 27 360 266
90 28 450 189
90 28 450 189
90 30 450 197
90 31 450 237
90 34 450 224
90 37 450 230
90 50 450 308
90 52 540 238
90 59 540 238
90 109 540 278
180 60 540 263
180 59 540 270
180 61 540 353
180 64 630 283
180 67 630 320
180 72 630 302
180 96 630 308
180 100 630 398
180 97 720 332
180 164 720 341
270 102 720 345
270 98 720 439
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Continuacion de la tabla VIII.

270 100 810 383
270 107 810 384
270 110 810 479
270 144 900 505
270 139 900 528

Fuente: elaboracion propia.

4.2.2. Resumen de estimacion del modelo
Tabla IX. Residuos del modelo estimado para poste metalico
Min 1Q Mediana | 3Q Max

-4449,3 | -1205,2 | -425,5 1117,8 | 7793,1

Fuente: elaboracion propia.

Tabla X. Coeficientes del modelo estimado para poste metalico
Parametro Estimacion Error estandar Valor t, p-value
Bo 18059,1 953,8 18,93 <2e-16 ***
B, 2891,4 214,1 13,50 <2e-16 ***

Fuente: elaboracion propia.

o Cddigos de significancia: 0 *“**’ 0,001 ** 0,01 ** 0,05 0,1 “’ 1
o Error estandar de los residuos: 2245 con 72 grados de libertad
o Coeficiente de determinacion R?: 0,7169

o Estadistico F: 182.3 con 1y 72 grados de libertad, p-value: < 2.2e-16
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4.2.2.1. Forma explicita del modelo

Dado que ya se ha realizado la rutina para estimar el modelo, la forma

explicita del modelo es:

Donde:
o B, corresponde al intercepto estimado.
o ee(f,) corresponde al error estandar de la estimacion del intercepto.
o B, corresponde a la pendiente estimada.
o ee(f,) corresponde al error estandar de la estimacion de la pendiente.
o R? corresponde al coeficiente de determinacion.
o de() corresponde a la desviacion estandar de los residuos o desviacion

estandar estimada de los errores del modelo.

Para la estimacion realizada, el modelo es:

60 =18059,1+2891,41n €;0,7169; 2 245
953,8 214,1
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4.2.1. Resumen de magnitudes calculadas

Tabla XI. Resumen de célculos para poste metalico
Calculo Simbolo Valor Unidades
Limite elastico 14 0,002 m
Resiliencia E, s 0,3280032 @
Tenacidad Eien 519,9103 1Mn_;
Energia disipada Eqis 77,4846 rMn_;
3

Fuente: elaboracion propia.

Figura 36. Modelo estimado, datos y limite inferior de curva de
histéresis para poste metalico
o
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Fuente: elaboracién propia, empleando R.
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En color azul se encuentra la muestra de datos utlizada para la
estimacion; en negro se encuentra la curva de ajuste y en rojo el limite inferior

de la curva de histéresis.
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5.  ANALISIS DE RESULTADOS

5.1. Poste de concreto pretensado centrifugado

Dada la forma especifica del modelo:

6= B, + P, In€;R%de()
by by
ee(Bo)  ee(By)

El parametro El tiec un significado particular. Si se toma la derivada con

respecto al a deformacion unitaria:

€

dé B,
€

Si se multiplica ambos lados por € y se dividen ambos lados, entonces:

dé e B A6
d €100 100 A% €

AG . o e
El resultado —AO/UE representa la semisensibilidad porcentual del esfuerzo
0
estimado con respecto a la deformacion unitaria. Por cada 1 % que aumente la

deformacion unitaria, el esfuerzo se incrementara en una magnitud %
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. AG
Dado esto, se nota que el poste de concreto presforzado tiene un AO/UE =
0

55,915; por lo tanto, por cada 1 % que se incremente la deformacién unitaria, el

esfuerzo se incrementara en 55,915 MPa.

El parametro EO representa un ajuste del modelo dado los datos. Dado
gue el modelo fue estimado tomando logaritmos de las deformaciones unitarias,
el parametro B, no representa el esfuerzo en un estado de no deformacion
unitaria (como se interpretaria en un modelo lineal — lineal) y no tiene una

interpretacion directo como el parametro f;.

Si se analiza la bondad de ajuste R?, un 81,09 % de la variacién total de la
muestra es explicada por el modelo respecto a la variacion total. No esta
definido un R? que justifique un buen ajuste, debido a que es necesario hacer
las pruebas de los supuestos; sin embargo, coeficiente de determinacién arriba
del 70 % se cnosideran buenos ajustes, especialmente si el pddelo es
parsimonioso (contiene pocas variables independientes). Dado el coeficiente de
determinacién obtenido, se puede decir que existe una relacién fuerte entre el
esfuerzo y la deformacion unitaria (tal como se esperaba); sin embargo, es

posible mejorar el ajuste con un modelo no lineal.
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Figura 37. Modelo ajustado, datos y limite inferior de curva de
histéresis para poste de concreto presforzado

15 000 20 000
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§ 000
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0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12

Fuente: elaboracién propia, elaborado con R.

En la grafica se puede notar que el modelo tiende a subestimar los
esfuerzos para deformaciones unitarias grandes, mientras que modela bien la
tendencia del esfuerzo para deformaciones unitarias pequefias. Se puede
observar que el modelo es mejor simulando el limite superior de la curva de

histéresis.

Noétese que, debido a que el poste se sometié a ciclos de carga, tiene una
deformacion unitaria estimada permanente de magnitud aproximada de 0,0046
o un 0,46 %. Esta deformacion unitaria podria ser utilizada como un indicador
de la cantidad de energia que el material disipé en forma de deformacion,

agrietamiento o calor en la zona elastoplastica.
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Tabla XIl. Resumen de calculos para poste de concreto presforzado

Calculo Simbolo Valor Unidades
Limite elastico é 0,006 m
m
Resiliencia Eyes 1,22788 MJj
m?
Tenacidad Eten 1 590,609 MJ
m?
Energia disipada Egis 328,344 Mj
m3

Fuente: elaboracion propia.

Noétese que la resiliencia del poste de concreto es 0,078 % de la energia
total absorbida por el material, lo que indica que el poste tiende a trabajar
dentro de la zona elastoplastica; es decir, parte de la energia que absorbe es
disipada en forma de agrietamiento, calor, fisuracién u otro efecto permanente
dentro del poste. Aunque el poste trabaje dentro de la zona elastoplastica, eso
no quiere decir que sea propenso a una falla prematura o que tiene un mal

disefio, debido a que el disefio depende de su resistencia ultima.

Noétese que el poste disip6 un 20,64 % de la energia total absorbida en

forma de deformacion y otros efectos permanentes.
5.2. Poste metélico de misma longitud

60 =18059,1+2891,41n €;0,7169; 2 245
953,8 214,1

AG
%

~oe = 28,914 por lo tanto,

El poste metélico tiene una semisensibilidad de

por cada 1 % que se incremente la deformacion unitaria, el esfuerzo se

incrementara en 28,914 MPa.
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Si se analiza la bondad de ajuste R?, un 71,69 % de la variacién total de la
muestra es explicada por el modelo respecto a la variacién total. Dado el
coeficiente de determinacion obtenido, se puede decir que existe una relacion
fuerte entre el esfuerzo y la deformacién unitaria (tal como se esperaba); sin

embargo, es posible mejorar el ajuste con un modelo no lineal.

Figura 38. Modelo ajustado, datos y limite inferior de curva de

histéresis para poste metalico
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Fuente: elaboracién propia, elaborado con R.

Al igual que en el modelo para el poste de concreto presforzado, el modelo
para el poste metalico tiende a subestimar los esfuerzos para deformaciones
unitarias grandes, mientras que modela bien la tendencia del esfuerzo para

deformaciones unitarias pequefias; ademas, el modelo es mejor simulando el
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limite superior de la curva de histéresis al igual que en el modelo para el poste
de concreto presforzado.

Noétese que, debido a que el poste se sometio a ciclos de carga, tiene una
deformacion unitaria estimada permanente de magnitud aproximada de
0,001938446 o un 0,194 %.

Tabla Xlll.  Resumen de célculos para poste metalico
Calculo Simbolo Valor Unidades
Limite elastico € 0,002 m
m
Resiliencia Eyes 0,3280032 M
m3
Tenacidad Eten 519,9103 Mj
m3
Energia Egis 77,4846 Mj
disipada m3

Fuente: elaboracion propia.

La resiliencia del poste metélico es 0,063 % de la energia total absorbida
por el material, lo que indica que el poste tiende a trabajar dentro de la zona
elastoplastica; es decir, parte de la energia que absorbe es disipada en forma

de efectos permanentes dentro del poste.

Notese que el poste disip6 un 15 % de la energia total absorbida en forma

de deformacion y otros efectos permanentes.
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5.3. Comparacion entre poste de concreto presforzado y poste

metalico

Se observa que el poste de concreto presforzado tiene una mayor

semisensibilidad

AG
9

Ao due el poste metélico; esto indica que a un aumento de
0

1 % de deformacion unitaria en cada poste, el poste de concreto presforzado
tiende a esforzarse mas, lo que indica que es mas rigido que el de metal. Este
resultado es esperado, ya que el poste metalico es mas ductil ademas de

poseer una menor seccion trasversal.

Se observa el poste de concreto presforzado tiene un limite elastico
estimado mayor al poste metalico, lo cual parece contra intuitivo; sin embargo,
el presfuerzo dota al poste de concreto con una mayor un rigidez y elasticidad.
Debido al resultado anterior, el poste de concreto presforzado tiene una
resiliencia mayor que el poste metalico; sin embargo, ambas magnitudes

representan una pequefia proporcion del total de energia absorbida.

Respecto a la histéresis, el poste disipd una menor cantidad de energia,
lo que quiere decir que el mismo transformé méas energia como movimiento.
Este resultado era esperado, ya que el poste metalico lo constituyen materiales
mas elasticos que el poste de concreto presforzado.
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CONCLUSIONES

El método numérico aproximado propuesto para determinar el limite
elastico, punto que separa la zona elastica y elastoplastica, requiere de
una funcién estimada del comportamiento del material, por lo que se
debe utilizar inferencia estadistica para estimar dicho modelo vy

posteriormente calcular el limite elastico.

Se determind que un modelo de forma lineal — logaritmica es el mas
simple para modelar la relacion entre la deformacion unitaria y el
esfuerzo. La simpleza del modelo radica en que es posible estimarlo
como un modelo lineal, aunque el mismo preste una forma no lineal con

respecto a la variable dependiente.

Dada la forma funcional elegida para modelar el comportamiento de los
postes, se estim6 por medio de minimos cuadrados; sin embargo, es
posible que un modelo no lineal requiera una estimaciéon por minimos

cuadrados generalizados o0 maxima verosimilitud.

Para el estudio de materiales ductiles o sistemas estructurales con poca
ductilidad, un modelo probabilistico de forma lineal — logaritmico es
capaz replicar el comportamiento de los mismos, explicando mas del
70 % de la variacion total de los datos de deformacion unitaria versus

esfuerzo.

Gracias al modelo estimado, fue posible determinar que un aproximado

del 80 % de la energia total almacenada por un poste de concreto
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reforzado sometido a carga deflexion, es disipada por el mismo por
medio por medio de deformaciones permanentes, fisuracion, reacomodo
del elemento (debido a que el empotramiento no es perfecto) y calor en

menor medida.

Dada la forma del modelo lineal — logaritmico y el porcentaje de
disipacion de energia, se puede decir que el poste de concreto
presforzados evaluado se comporté como un sistema elastoplastico; es
decir, se confirmé la hipotesis de que el mismo disiparia energia en una
proporcibn mayor a la energia potencial que se transfiere en forma de

energia cinética.

Dado el modelo estimado y el limite elastico aproximado, es posible
determinar la resiliencia, definida como el area bajo la curva descrita por

el modelo con limite superior en el limite elastico.

El total de energia almacenada en el rango elastoplastico (tenacidad), se
determind calculando el &rea bajo la curva descrita por el modelo
estimado desde un punto de cero esfuerzo hasta el maximo valor de

deformacion unitaria registrado en el ensayo.

El total de energia disipada por el material es la diferencia de la
tenacidad y el area bajo la curva del limite inferior de histéresis,

determinada de forma aproximada por medio de los datos.
Por medio del modelo estimado, es posible calcular la deformacion

permanente promedio, siendo esta la cantidad de deformacién

permanente que genera un valor estimado de cero esfuerzo. Esto
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12.

determina una relacion entre la deformacién permanente y la curva de

histéresis.

Se establecié un limite del 70 % como minimo aceptable para el
coeficiente de determinacion, ya que el modelo no contempla variables
como la calidad de los materiales constituyentes, procesos de

fabricacion, transporte o precision de los instrumentos de ensayo.
Dada la forma lineal — logaritmica del modelo, el parametro § se puede

interpretar como una medida de sensibilidad e los postes a la aplicacion
de cargas, siendo esta anéloga a una medida de ductilidad.
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RECOMENDACIONES

Dadas las limitaciones impuestas por el modelo lineal o linealizado, se
recomienda realizar una estimacion no lineal del modelo original de

Ramberg-Osgood por medio de minimos cuadrados.

Para una mejor estimacion del limite elastico, se propone la utilizacion de
un modelo no lineal, debido a que dicho limite quedaria estimado en
funcién de los datos y no en funcion del modelo, tal y como se hizo en

este trabajo de graduacion.

Si se pretende modelar el comportamiento de un conjunto de postes en
lugar de un solo poste, se sugiere estimar el limite inferior de la curva de
histéresis en lugar de tomarla directamente de los datos, esto para tener
un limite inferior promedio que describe correctamente a todos los postes

y no solo a uno en particular.

Dado que el modelo depende directamente de la cantidad de
observaciones, se recomienda utilizar intervalos menores de carga y
utilizar una mayor cantidad de postes de la misma clase para dar

robustez al estudio.

Si se desean incluir variables de caracter cualitativo como la calidad de
fabricacion, estado previo al ensayo, calidad de materiales y otras, se
sugiere implementar dentro de la estimacién del modelo, variables

binarias. Esta metodologia solo se puede implementar si se modelara el
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comportamiento de variaos postes, debido a que el modelo estimara el

efecto que tienen dichas variables en el desempefio de los mismos.

Si se quiere realizar un estudio comparativo entre los resultados
modelados y una simulacion dado un disefio, se recomienda tomar
muestras del acero y concreto para determinar sus propiedades
mecanicas (punto de fluencia, y resistencia nominal respectivamente),

para luego realizar un disefio y comparar este con el modelo estimado.
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APENDICES

Apéndice 1. Sistema de aplicacion de carga para ensayo de poste de

concreto presforzado

Fuente: elaboracion propia.
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Apéndice 2. Empotramiento para ensayo de poste de concreto
presforzado

Fuente: elaboracion propia.
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Apéndice 3. Deflexion producida por ensayo en poste de concreto
presforzado

Fuente: elaboracion propia.
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Apéndice 4. Sistema de ensayo para poste metélico

Fuente: elaboracion propia.

Apéndice 5. Empotramiento en poste metalico

Fuente: elaboracion propia.
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Apéndice 6. Deflexion producida por ensayo en poste metalico

Fuente: elaboracién propia.
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